* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Determinantes de 12 e 22 ordem.

TOPICOS

* Chamase a atengdo para a importdncia do Submatriz. Menor.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Expansdo em cofactores.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente

de todas as duvidas associadas. Propriedades dos determinantes.

Cofactor.

Determinante de ordem n.

Determinante de uma matriz triangular.

Operagoes sobre linhas.

Método de condensagdo.

7. Determinantes.

7.1. Determinantes de 12 e 22 ordem.

Dada uma matriz com um tnico elemento, A = [a], definimos o determinante de
A como

det(A)=a

Dada uma matriz quadrada 2x2, A, ,, definimos o determinante de A como

a a
det(A) = det |: 1 12:| = CL]]CLQZ - a]2a2]
Qo1 G

Exemplo

1. Seja a matriz

O determinante de B é

1 4
det(B) = det |:2 3:| = b]]sz - b]sz] = (1 X 3) —(4 X 2) =-5
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7.2. Submatriz. Menor.

Uma submatriz pxq de uma matriz A,,,, (com p<m e g<n), é a matriz
formada pelos elementos comuns a p linhas e ¢ colunas, nao necessariamente

consecutivas, da matriz A .
Dada uma matriz quadrada A,,,,, define-se 0 menor do elemento a
AZ] )

e da j-ésima coluna de A .

i € escrevemaos

como a submatiz (n —1)x(n—1) de A obtida por eliminacdo da ¢-ésima linha

a1 o Gy O1p
Aj=a O L
_an_l e {/En,j e ann ]
Exemplo
2. Seja
14 2
A=12 3 5
716
o menor do elemento as; é
[1 4 2]
A 2 3 5 b
= Jd | =
33 9 3

7.3. Cofactor.

, € o menor do elemento a,, ¢é

4
A22 =12
1

e —
[\

Oy Wt
Il
1
Ny =
S DN
| |

J

Dada uma matriz quadrada A define-se o cofactor (ou complemento algébrico)

nxn

do elemento a;; , e escrevemos cof(a,;), como

150

cof(aij) = (—1)i+j det(Aij)

, ou seja, + ou — (conforme i+ j seja par ou impar)

o determinante do menor do elemento a;;
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Exemplo

3. Dada a matriz

>

I
N o =
o o
S Ot N

O cofactor do elemento as, é

cof(agy) = (=1)** det(Ag)

1.4 2 -
=(-1)°det|2 0 5 :—detL 5}
B0 6

=—(1x5-2x2)=-1

7.4. Determinante de ordem n. Expansao em cofactores.

Uma matriz quadrada A, ,, tem um determinante igual a soma dos produtos dos

elementos de uma qualquer linha ou coluna, pelos seus cofactores. Ou seja, o

determinante de A pode ser calculado em termos da expansao em cofactores da
1- ésima linha

det(A) = Z CLZ']' Cof(ai]’)
j=1
, ou da j - ésima, coluna

det(A) = Z CL,L] COf(aij)
i=1

Exemplo

4. O determinante da matriz

A=

I R
o o~
o ot

, recorrendo, por exemplo, & expansio em cofactores da 1 linha, é
n 3
det(A) = Zaij cof(a;;) = Zalj cof(a;;)
j=1 J=1

= ay; cof(ayy) + ajy cof(ayy) + ay5 cof(ay3)

= an(_l)lﬂ det(Aq) + a12(_1)1+2 det(A,) + a13(—1)]+3 det(A,3)

ay (1) det(Ay)  agp (-1 det(Ay)  aps (-1)'P det(Ay)
+

ey '1 @2
A={2 0 5 A= 0 b5
7 0 6 7 0 6
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0 5 2 5 2 0
det(A)zlx(])xdet{O 6}+4x(—1)xdet{7 6}+2x(1)xdet{7 O}

=—4x(2x6-5xT7)
=92

Podemos calcular o determinante de uma matriz utilizando a fungao det (3a).
>> A=[1 4 2;2 0 5;7 0 6]1;
>> det(A)
ans =

92

5. Tendo o cuidado de, na expansao em cofactores, escolher em cada passo a linha ou
coluna com maior niimero de zeros, de modo a reduzir o esforco de célculo, temos que
o determinante da matriz

1 2 0 3 0
3 4 2 1 3
B=(01 0 0 O
1 2 0 0 O
02 0 1 4]
é
1 2 0 3 0]
3 4@1 3 (Expanss
B Xpansao em
det(B)=det|0 1 0 0 0 cofactores da 3*
12 0 0 0| coluna.)
0 2 0 1 4]
12 3 0] )
U@() 0 (Expansao em
= 9% det - cofactores da 2
1200 linha.)
0 2 1 4
1
s (Expansao em
=2x1xdet(1 )0 0| cofactores da 2°
0 1 4| linha.)
.
=2x1x1xdet
14
=2x1x1x3x4
=24
>>A=[12030;34213;01000;12000;02014];
>> det (2)
ans =
24
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7.5. Propriedades dos Determinantes.

Sendo A e B matrizes quadradas de ordem n, demonstra-se que:

1. det(A") = det(A)

2. det(AB) = det(A)det(B)

(Note bem: em geral, det(A + B) # det(A) + det(B))

3. det(A") = (det(A)) ,VkeN

4. Se A tem duas linhas ou duas colunas proporcionais, entao det(A)=0.

5.Se A tem uma linha ou uma coluna de zeros, entao det(A)=0.

6. Uma matriz quadrada é regular sse det(A) = 0. Se A ¢ invertivel
det(A™") = (det(A))™

e (de 3.)

det(AF) = (det(A))*  ,VkeZ

7. Se numa linha ou coluna da matriz A cada elemento é a soma de m
parcelas, entdao det(A) é a soma dos m determinantes que se obtém

substituindo os elementos dessa linha ou coluna, sucessivamente, pelas
diversas parcelas e mantendo as outras linhas ou colunas inalteradas.

Exemplos
6. Atendendo as propriedades dos determinantes, a expressao
det(ABAT)
det(A’B™)
pode ser simplificada, resultando
det(ABAT) _ et(AB)det(AT)
det(A’B™!)  det(A?)det(B™)
_ det(A)det(B )det(A)
det(A)* det(B)™
= det(B) det(B)
= det(B)?

7. Atendendo as propriedades dos determinantes, sendo

B cos(t) sen(t)
| 2cos(t) - 3sen(t) 2sen(t)+ 3 cos(t)

temos
B cos(t) sen(t)
det(A) = det {2 cos(t)—3sen(t) 2sen(t)+3 cos(t)}

- cos(t)  sen(t) cos(t)  sen(t)
= det {2 cos(t) QSen(tJ ¥ det {—3 sen(t) 3 cos(t)}
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Dado que a primeira matriz tem duas linhas proporcionais, o seu determinante € nulo.
Temos entao

det(A) = det { cos(t)  sen(t) }

—-3sen(t) 3cos(t)

= 3cos’(t) + 3sen’(t)
=3

>> syms t

>> A=[cos(t) sin(t); 2*cos(t)-3*sin(t) 2*sin(t)+3*cos(t)];
>> d=det (a)

d =

3*cos (t) "2+3*sin(t) "2

>> d=simplify(d)

d =

3

7.6. Determinante de uma Matriz Triangular. Operagoes sobre Linhas.
Método de Condensacao.

1. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da
diagonal principal.

2. Se a matriz B se obtém da matriz A trocando entre si duas linhas ou duas
colunas de A , entao

det(A) = —det(B)
3. Se a matriz B se obtém da matriz A multiplicando uma linha ou uma coluna de
A por um escalar a # 0, entao

det(A) = idet(B)

Em particular, sendo A de ordem n,
det(aA) = " det(A)

4. Se a matriz B se obtém da matriz A somando a uma linha ou uma coluna de A
um multiplo escalar de uma outra linha ou coluna, entao

det(A) = det(B)

Com base nas operacoes elementares sobre linhas, € possivel transformar uma matriz,
A |, numa matriz triangular, B, cujo determinante é facil de calcular e relacionar com
o determinante de A . Este método de calculo do determinante de uma matriz é
designado por método de condensacao.
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Exemplos

8. O determinante de matriz:

14 2
A=|0 3 5
0 0 2

, recorrendo, por exemplo, & expansio em cofactores da 3 linha, é
1 4 2 -

det(A)=det|0 3 5 :2><det{0 3}:2><(1><3—4><0)=6

bl 2

Mais facilmente, reconhecendo que A € uma matriz triangular, o calculo do
determinante € imediato a partir do produto dos elementos da diagonal principal

1 4 2
det(A)=det|0 3 5|=1x3x2
0 0 2
=6
>> A=[1 4 2;0 3 5;0 0 2];
>> det (A)
ans =
6
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9. O determinante da matriz:

2 4 6 8
36 5 9
B:
2 1 4 7
1 2 2 2
, recorrendo ao método de condensacao, é
2 4 6 8
3 5 9
det(B) = det
2 1 4 7
12 2 2
(1 2 2 2
36 5 9
= (—1) x det Ly & L
2 1 4 7
12 4 6 8
b2 22 L, - 3L, - L,
= (-1) x det 00 -t Ly =21y — Ly
0 -3 03 L,—2L, > L,
0 0 2 4
12 2 2
0 -3 3
= (-1 —1)x det L, & L
(Dx (et |0 L e L
0O 0 2 4
1 2 2 2
0 -3 0 3
det(B) = (—1) x (—1) x det Ly+2Ly > L,
0 -1 3
0 0 0 10
= (=1)x (=1) x (1 x (=3) x (=1) x 10)

>>B=[2468;3659;2147;1222];

>> det (B)
ans =
30
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