* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Ntmeros complexos.

TOPICOS

* Chamase a atengdo para a importdncia do Plano complexo. Forma polar.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Raizes de nimeros complexos.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

Férmulas de Euler e de Moivre.

FungGes complexas de varidvel complexa.

21. Nimeros complexos.

21.1. Nameros complexos.

O corpo dos nimeros complexos, C, é uma extensao do corpo dos reais, na qual a
equagao 22 +1=0 tem solucao.

Se z é um ntimero complexo, a sua forma cartesiana (algébrica, ou rectangular) é:
z=a+ jb

,onde a e b sdo nimeros reais e j (ou 7) designa a unidade imagindria
j=-—1

Designamos a por parte real de z e b por coeficiente da parte imaginaria de
z, e notamos a = Re(z), b = Im(z). Dizemos que z é um niimero imaginario puro
sea=0eb=#0.Seb=0, z éreal

Dado o ntimero complexo z = a + jb o seu conjugado é z =a — jb.

Operagoes com complexos

Sejam z e w dois nameros complexos, z=a+ jb e w=c+ jd:

igualdade
a+jb=c+jd ssea=ceb=d
adicgao
z+w=(a+jb)+(c+jd)=(a+c)+ jb+d)
multiplicagao

zw = (a+ jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(ad + bc)
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divisao

Se w=0,
z _(a+jb) _(a+3jb)(c—jd) _ (ac+bd)+ j(bc - ad)
w  (c+jgd) (c+ jd)(c—jd) 2 +d? ‘

Com a adicao e multiplicacao assim definidas, podem demonstrar-se as propriedades
(comutativa, associativa, etc.) que nos permitem concluir que o conjunto dos ntimeros
complexos, C, tal como o conjunto dos niimeros reais, constitui um corpo.

Exemplos

1. Dados os complexos z=2—-j e w =1+ 275, temos:

zZ=2+
z+w=02-7)+1+25)=3+3
z—w=2-7)-(1+25)=1-3j
zw=(2-7)(1+2j)=4+3j
z 2-7 .
- ‘7':_]
w  1+2j
3430 _ +19
2. Podemos simplificar o complexo z = J 5 ‘17
]_
L300 =G 3P - (1)
27-1 25-1

_ 3+ _ (B+5)(1-2))

C1+25 (<14 25)(-1-2))
3465-7-24° 5455

1+4 5
=1+

21.2. Plano complexo. Forma polar.
Podemos interpretar um niimero complexo
z=a+ jb
como um par ordenado de nimeros reais (a,b) representaveis num plano cartesiano
xy .

. Designamos o plano de representacao por plano complexo,
J plano de Argand, ou plano z. O eixo dos zxz ¢
designado por eixo real e o eixo dos yy ¢é designado por

eixo imaginario.

b :(a,b) A cada ntimero complexo corresponde um e um sé ponto do
P 0 plano, e a cada ponto do plano corresponde um e um s6
c; nimero complexo. Um ntmero complexo z =a + jb pode
assim ser interpretado como um segmento orientado cuja
origem € a origem do plano complexo e cuja extremidade € o
Figura 21.1 ponto correspondente ao par ordenado (a,b).

Podemos escrever um nimero complexo z noutra forma,
dita forma polar (ou exponencial)
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z = pe’?

, em que p representa o modulo, ou valor absoluto, do complexo, e 6 o seu

argumento. O moddulo é facilmente obtido, recorrendo a representacao grafica do
complexo:

p=-la®+b?
,ou, multiplicando o complexo pelo seu conjugado
—Va® + v

Quando o complexo estd expresso na forma polar, o reconhecimento do maédulo é
imediato

2| =27 = pe’® pe
=p
Quanto ao argumento, recorrendo a representacao grafica

0 = arg(z) = arctan (bj
a

, idéntico a relagao a partir da forma rectangular

arg(z) = arctan(ggg gj = arctan (2)

Exemplos

3. A figura mostra a representacao no plano complexo dos niimeros

| I i | I | Zl:2+2j
R AR =2
SIS S N B U 2y =3-2j
) SR R O S N B 2y =-2-3j

4. O complexo z = (1 —j)(-1 + jﬁ), tendo em atencao que

SRRRRR pr=[-j=-1+1=:02
***************** p2=\—1+ﬂ§\=mz2

‘,,444
o —
o
[y
Wl — —
IS

) , e ainda que
Figura 21.2
0, = arg(l — j) = arctan _1) S
1 g J 1 1

(notando que 1—j estéd no 4° quadrante e —1+ j+/3 estd no 2° quadrante) pode

ser escrito na forma polar
2

LT
2 =+/2 ]426 73

b
= 2\/56] 12
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21.3. Formulas de Euler e de Moivre.

. < . b
A partir da representacdo gréfica, e dado que cos(f) = 2 . sen(f) = —, podemos

p
escrever
z=a+ jb=p(cos(@)+ jsen(d))
= pcis(9)
dita, também, forma trigonométrica do complexo z. A forma anteriormente
apresentada
z = pejg

resulta da férmula de Euler
€™ = cos(z) + jsen(z)

, com x real. A partir da férmula de Euler obtém-se as defini¢bes das funcoes seno e
CO-Seno:
e’ +e e?t —e*
cos(z) = ——— sen(z) = ———
2 27

O multiplicacao e a divisao de dois complexos é mais simples de efectuar quando estes
estao escritos na forma polar

2w = e’ pye” = py poe? 1% = py py(cos(8 +0y) + jsen(8; +65))

Se w=0,
361 .
i = 4ple 7 = pile](eliez) = &(005(01 - 92) + jsen(el - 02))
w P2 e’ P2 P2
Generalizando o produto, temos, para n € N,
Z" = pejepeje ---peja
— pnejnG
= p"(cos(n@) + jsen(nd))
, relacao conhecida por férmula de Moivre.
Exemplo

5. Recorrendo a férmula de Euler, as relagoes trigonométricas podem ser facilmente
demonstradas. Por exemplo

() A i
T e 2 J_e \2 e 2e 7 —e 27
sen| ——z | = =

2j 2j
(cos () + jsen (D e - (COS [WJ — jsen [QD e’*
25
0 N o2 0-— Jjz jz jz
:( +3)de 3 (0-j)e =€ +26 = cos(z)
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21.4. Raizes de niumeros complexos.
Seja z € C. Um ntimero w diz-se uma n-ésima raiz (ou raiz de indice n) de z se
w" =z, ou seja, se w=2"".

Atendendo a férmula de Moivre, e sendo n um inteiro positivo,

1/n l/n( (04‘2]{71') . (64‘2]{?71'))
z/" = p7" cos| —— |+ jsen| ————
n n

_ pl/n cis(e + 2/€7Tj

n
_ pl/nej(6’+2k7r)/n

. . 1 .
com k=0,1,---,n—1, pelo que existem n valores diferentes para z / ", ou seja, n
diferentes raizes n-ésimas de z.

Em particular, as solucoes da equacao z" =1, sendo m um inteiro positivo, sao
chamadas as n-ésimas raizes da unidade, sendo

z =011 =1 1cis(0)
(2k7r) ) (2k7rj
=cos| — |+ jsen| —
n n
:ej2k7r/n

, com k=0,1,---,n—1. Geometricamente elas correspondem a pontos do plano
complexo equiespagados sobre a circunferéncia de equacao ‘z‘ =1, dito o circulo
unitario.

Exemplos

6. Resolvamos z° = (2+ j)*. Para 2+ j temos:

1
p=+4+1=52

0 = arctan (])
2

donde,
! 3
28 = (52¢7)3 = 5273
, logo
3 1 3 [30+2kn
2,930Y6 — 51 j( 6 j
Figura 21.3 z=(5%2e’")6 =512¢
=54e 2 [§
1 j[ngkﬁj
=54e 2 3

,com k=0,1,---,5. Geometricamente temos seis complexos sobre a circunferéncia de

médulo 57* e equiespagados de 7/3 como se representa na figura 21.3.
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21.5. Fungoes complexas de variavel complexa.

Uma aplicacao f, em que as varidveis dependente, w , e independente, z, pertencem

ambas a um qualquer subconjunto do corpo dos complexo é dita uma funcgao
complexa de varidvel complexa, e escrevemos w = f(z) .

Para as fungoes complexas de variavel complexa tém lugar, identicamente ao visto em
Analise Matematica, os conceitos de: objecto, imagem, dominio, contradominio;
funcao sobrejectiva, injectiva e bijectiva; restricao e extensao de uma funcao; funcao
inversa, funcao composta; etc..

Caso o dominio da funcao seja um subconjunto de C e o contradominio um
subconjunto de R a funcao diz-se uma fungao real de variavel complexa. Caso o
dominio da funcao seja um subconjunto de R e o contradominio um subconjunto de
C a funcao diz-se uma fungao complexa de variavel real.

Exemplos
7. A funcio w = f(z) = 2%, com z € C

w:2

z
u+ ju=(z+ jy)°
= (2 —y) + j2zy

, com u,v,z,y € R, é uma funcao complexa de varidvel complexa, we R. Quer o

dominio quer o contradominio da funcao correspondem a todo o plano complexo.

Jjx

8. A funcdo w=¢’",com z € R

w = el”
u+ jv = cos(z) + 7sen(zx)

, ¢ uma funcao complexa de varidvel real, w € C. Note-se que o contradominio da
funcao corresponde apenas, no plano complexo, a circunferéncia de raio unitario, dado

‘eﬂ =1.

que ‘w‘:
9. A funcao uz‘z‘,comze(C
u:‘z‘:‘x+jy‘
_ 242

) ~ . +
, ¢ uma funcao real de varidvel complexa, u € Ry .
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Exercicios.

21.1. Calcular
b

/ eldt

a

Tendo em atencéo que e’ = cos(t) + jsen(t) , temos

}eﬁdt = 7(005(1&) + 7sen(t))dt = 7cos(t)dt + ]7 sen(t)dt

= [sen(t) - jcos(t)}z =[—j(cos(t) + j sen(t))}z

, ou seja, no calculo das primitivas das funcoes complexas de variavel real podemos
proceder identicamente as primitivas de funcoes reais de varidvel real. Sendo

conhecida a primitiva de f(z) = e’ podemos fazer de imediato

21.2. Calcular

Temos

/w%ﬁ+2

. o Y AN
5 2Je do —/0 j(2e” +2)do

0 2e
91T . T
:2[@3 J0+2][9]0
=2’ — ) + 2j(m - 0)

=2-1-1)+2jym
=—4+2my
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21.3. Calcular

/w (2+275) +2e7 +2

=25’ do
0 (2+29)+2¢

Temos

2je’’
0 2+ 25+ 2%
—[9gi® 1" 9030 |"
_[26 }0+2[1n(2+23+2e )]0

=(=2) = (2) + 2In(2j) - 2In(4 + 2j)
= —4+21n(2j) - 2In(4 + 27)

™ y 76
/ (2+27)+ 2e” +2 20

F 2959040 = [ 2e%d + 2
0 (2+25)+ 2% 7 /0 I

21.4. Calcular as raizes do polinémio

flz)=2*+1
Temos
Z+1=0
22 =-1
z=13
21.5. Calcular as raizes do polinémio
flz2)=2" -1

Tendo em atencio que 2" = pl/"ej(eJ“%’r)/", temos

2-1=0
22 =1
1 1 04+2km LT
— 0 Jk—
z=(1)8 = ()8 =¢ 8 =¢ 4

com k=0,1,---,7. Ou seja,

| T z8_]:(z+])(z—1)(z+j)(z—j)[z—f(]Jrj)j
Figura 21.4 (Z_f(]_j)j(z_f(—l+j)J —f(—]—j)j
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