* Note bem: a leitura destes apontamentos ndo
dispensa de modo algum a leitura atenta da

Aun 22

TOPICOS

bibliografia principal da cadeira Matrizes conjugada, transconjugada, hermitiana e anti-hemitiana.

* Chama-se a aten¢do para a importancia do trabalho Sinais continuos e sinais discretos.

pessoal a realizar pelo aluno resolvendo os
apresentados  na  bibliografia, sem

problemas

Fungdo exponencial complexa continua.

consulta prévia das solucdes propostas, analise Funco exponencial complexa discreta

comparativa entre as suas fCSpOSfﬂ ¢ a IGSpOStﬂS

propostas, ¢ posterior exposi¢ao junto do docente Fungdo impulso unitério discreto.
de todas as duvidas associadas.

22. Matrizes complexas.

22.1. Matrizes conjugada, transconjugada, hermitiana e anti-hemitiana.

Dada uma matriz complexa, A, chama-se matriz conjugada de A , e representa-se
por A, a matriz que se obtém conjugando cada um dos elementos de A . Chama-se

matriz transconjugada de A, e representa-se por A", a transposta da conjugada
de A.

Uma matriz quadrada complexa A = [zij] diz-se hermitiana se A" = A,

2, Vi, ).

* .. . . o *
(2z;; =25 , Vi,j) e diz-se anti-hermitiana se A" = -A, (z;; = -z}

Relativamente as matrizes conjugada e transconjugada, demonstram-se as seguintes
propriedades:

Conjugada

>

1. =A

2.A+B=A+B

3. 2A =ZA

4. AB=AB
Transconjugada

5. (A")" = A
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MATRIZES COMPLEXAS

Inversa

Exemplos

1. Considere as matrizes:

ALGEBRA LINEAR

o[22 e W
2 3 0 .
145 5 0
A conjugada e a transconjugada da matriz D sao
) 3 2
Dz{?) 2_,] ]] D'=D" = 2—-7 -7
2 -3 0
1 0
A matriz E é anti-hermitiana
0 J -1-J 0 J 1=J
E=| j 0 -5 |=>E'=E'=-E=| j 0
1-57 5 0 -1-57 -5 0
Numa matriz anti-hermitiana, os elementos da diagonal principal sao
obrigatoriamente nulos e/ou imagindrios puros.
Conjugada de uma matriz, conj (a) ,
>> D=[3 2+ 1; 2 j 0]
D =
3.0000 2.0000 + 1.00001 1.0000
2.0000 0 + 1.00001 0
>> conj (D)
ans =
3.0000 2.0000 - 1.00001 1.0000
2.0000 0 - 1.00001 0
Transconjugada de uma matriz, A’ ,
>> D'
ans =
3.0000 2.0000
2.0000 - 1.00001 0 - 1.00001
1.0000 0

(note que o operador ’ , que significa transconjugado, tem sido, por economia de

escrita, utilizado com matrizes e vectores de elem
transposto, que em MatLab é ..

entos reais como o operador
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MATRIZES COMPLEXAS

Exercicios.

22.1. Calcule (*BC+A?)™", sendo

Temos

|1-3 1-3 10
=7 . T
1+7 143 0 1

1+ 1+7
= +
-1+5 =143

| 245 147
=1+ 4

Recorrendo ao método de condensacao

10
0 1

ALGEBRA

LINEAR

245 1+j 1 0 R S (2_10LYQL1
4 01 ~ 5 5 5 5 5
J o J -1+ j 0 1
P32 0
- 5 5 5 5 .
4 3.1 3. (1=9)Ly + Ly —> Ly
0 —+—-373 ———3 1
L 5 5 5 5
3 1 2 1
1 —+=-3 =——-——73 0 4 3.
- 5 57 5 57 (‘J}&‘*Lz
0 1 _1_3.4 3. 55
i 5 57 5 57
- 5 5 5 3 .
1 3. 4 3. —— =it L > L
01 ————45 ———3 5
L 5 5 5 5
Temos
g+l _§+l'
(PBC+ AN | 5 57 5 57|l 2td =3+
135 4 8. 5]-1-8] 4-3;
5 5 5 5
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MATRIZES COMPLEXAS ALGEBRA LINEAR

>> A=[1 0; 0 -11;

>> B=[1-i 1+3j]1."';

>> C=[1 1];

>> inv (j*25*B*C+A"2)

ans =
2/5 + 1/5i -3/5 + 1/5i
-1/5 - 3/51i 4/5 - 3/5i

22.2. Sendo A, B e C matrizes regulares de ordem n, tais que B = C2A*, mostre que
(ATB—ch)—l — (A—1K)T

Temos
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MATRIZES COMPLEXAS ALGEBRA LINEAR

22.2. Sinais continuos e sinais discretos.

Definimos sinal como uma funcao de uma ou mais varidveis independentes, contendo
informacao sobre um determinado fenémeno fisico.

Com base nas suas caracteristicas, os sinais podem ser classificados de diversos modos.
Abordaremos apenas a classificacio de sinais que dependem de uma tnica varidvel
independente, e o modo como sao classificados com base no conjunto de valores
assumidos por essa variavel.

Sinal continuo.
Um sinal diz-se continuo quando a varidvel independente é continua (e R).

Vamos admitir que o dominio do sinal é o conjunto dos reais, e (sem perda de
generalidade) esta associada ao tempo, e o contradominio do sinal pertence ao
conjunto dos complexos.

Utilizaremos a letra ¢ para designar a varidvel independente e,
preferencialmente, as letras z,y,z para designar o operador. Assim, um sinal
continuo é uma funcdo z : R — C, significando z(t) o valor que o sinal assume

no instante de tempo .
Sinal discreto.

Um sinal diz-se discreto quando a variavel independente é discreta (€ Z).

Vamos admitir que o dominio do sinal é o conjunto dos inteiros, e o
contradominio do sinal pertence ao conjunto dos
1 : : : : : : ‘ ‘ ‘ Complexos,

08F\ -~ e e e

Utilizaremos a letra n para designar a variavel

| |

| |
LI i S e independente e, preferencialmente, as letras z,y,z para
% R (1 W A T I

| | | |

T e e 4 N [ IO | . . .
02 Y x : 7 — C, significando x[n} o valor que o sinal assume
| | |
N A W n

no instante n que, e sem perda de generalidade, admitimos

|
|
|
|
1
|
“ 771777 designar o operador. Assim, um sinal discreto é uma fungao
|
|
|
:
| .
estar de algum modo associada ao tempo.

] e N (A

04— -k - —f - -

06 -~ \- A -

P Exemplos

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2. O sinal z(t), definido por
Figura 22.1
z(t) = cos(t) e !

L — ‘ ‘ ‘ ‘ com te R, cuja evolugao para 0<t <20 se mostra na
0.8—\———3———% 777777 4:7”:% 777777 :+”f figura 22.1, € um sinal continuo.
P S S A —

0.4 ——:———Jr/ \————4‘———# —————— R —
i L’/( \ﬂT O sinal x[n},deﬁnido por
| N

JTTT»

! \
o ‘ & _ —-0.05n
J LQH’P/‘W z[n] = cos(0.5m) e
e | T | ~ T | T
1ol | | | | . ~
oaf - -0 7‘»”:73 io-to-d---1-- com ne€Z, cuja evolugao para 0 <n <40 se mostra na
oo oo n oL figura 22.2, é um sinal discreto.
O S A S S R N S
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 22.2
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22.3. Funcao exponencial complexa continua.

Um dos sinais que utilizard nas cadeiras da especialidade é designado por funcao
exponencial complexa de variavel continua.

Exponencial complexa continua.

O sinal
z(t) = Ce™

em que C' e a sdo, em geral, nimeros complexos e ¢t € R é designado por sinal
exponencial complexo continuo.

Escrevendo C' na forma polar

C = |Cle
, € a na forma cartesiana
a=T+ jwy
, temos
(t) = Ce = ‘C‘€j006(7'+jw0 ‘C‘ert F(wot+6,)

Torna-se assim explicito que a exponencial complexa tem mddulo
z(t) = ‘C"eﬁ
, € argumento
arg(z(t)) = wot + 6,
Atendendo a relacao de Euler, podemos escrever
‘C‘ Tt ] (wot+6y)

= |Cle™ cos(wyt + 0y) + j|Cle™ sen(wyt + 6,)

, 0 que torna claro que a componente real e a componente imaginéria do sinal tém
uma evolugao sinusoidal de periodo Tj, = 27/w, , afectadas por uma exponencial real,

com um comportamento ao longo do tempo determinado por 7.
Re(z(t)) =|Cle™ cos(wyt + ;)
Im(z —‘C" sen(wgt + 6;)
Exemplos

3. O sinal z(t) = 2e(70-05+50.5)t , com te R, é uma funcao
R — C. Atribuindo valores a t podemos fazer a sua
representacao no plano complexo

0 x(t) —9 6(70.05+j0.5)t

_ 9 o 0.05t +j0.5¢

A figura 22.3 (optou-se aqui pela representagao polar e nao
pela representagao cartesiana) mostra a evolugao de z(t)

270 para0<t<20.
Figura 22.3
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MATRIZES COMPLEXAS ALGEBRA LINEAR

: Podemos optar por fazer a representacao, em dois graficos
P separados, da parte real e da parte imaginaria da funcao.

/\ o Sendo
/\ ' N 2(t) = 27005t 05!

U / \ \J > =2 %% (cos(0.5t) + jsen(0.5t))

-2 i
/ e , temos
-4 et .
v Re(z(t)) = 2% cos(0.5t)
% -15 10 5 0 5 10 15 20 Tm(:c(t)) — 26—0.0515 sen(O 5t)

a) As figuras 22.4 a) e b) mostram, respectivamente, a
or evolugao da parte real e da parte imaginéria de x(t) para
) ) 20 <t <20. Como se pode ver, a evolucao traduz a

: /\ _ evolugdo das fungdes trigonométricas cos(0.5t) e
2\ / \ o - sen(0.5t) afectadas pela multiplicagdo pela exponencial
/\ JARN negativa (logo decrescnte) e >0,

A representacdo mais comum nas cadeiras da
especialidade nao é, no entanto, nenhuma destas duas,
mas sim a representacao do médulo e do argumento de
z(t) em planos separados. Temos

o(t) = 9 ¢~0-05t 0.5t

_ ‘2 670.05156]0.515‘

=9 6—0.0515

c) arg(z(t)) = arg(2e ")

= 0.5t

_— As figuras 224 c¢) e d) mostram, respectivamente, a
A evolugao do médulo e do argumento de z(t). Na evolucao

do argumento optou-se pela representacao periédica entre
—2m e 2w, embora, obviamente, esteja em causa apenas

l/ } } } l// } ‘; a representacao da recta 6 = 0.5t .
S R o B e R &

Figura 22.4
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ALGEBRA LINEAR

22.4. Fungao exponencial complexa discreta.

30

Outra das fungoes que utilizard nas cadeiras da
especialidade é a funcao exponencial complexa discreta.

Exponencial complexa discreta.

O sinal
x [n] =Cz"

em que C e z sao, em geral, nimeros complexos e
n € Z ¢é designado por sinal exponencial complexo
discreto.

Escrevendo C' e z na forma polar

C =|Cle?
2 = |2l
, resulta
z[n]=Cz" =[Cle™ ([¢]ei™ )"
_ \CHZ\" oI +6o)
temos
c o[n]|=[C]"
e
arg (z[n]) = Qyn + 6,
Exemplos

Figura 22.5

4. As figuras 22.5 a) e b) mostram o sinal exponencial
complexo

o[n]=[Clel" # )
e a sua parte real,
Re(z[n]) =|Cle[" cos(Qyn + 6,)
, com C=2, Qy=n/10, 0<n<20, 6,=0, e
2=0.95.

Sendo ‘z‘ <1, o afixo da exponencial complexa

aproxima-se da origem do plano complexo a medida que
os valores de n crescem. A parte real do sinal é um co-

. o . n
seno envolvido pelas exponenciais decrescentes + ‘CHZ‘ .

As figuras 22.5 c¢) e d) mostram o sinal exponencial
complexo e a sua parte real com C =2, Q,=m/10,

0<n<20,0,=0,e 2=1.00.

Sendo ‘z‘ =1, o médulo do sinal é constante.
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ALGEBRA LINEAR

22.5. Funcao impulso unitario discreto.

Define-se o sinal

impulso unitario discreto como um sinal que é sempre nulo,

excepto na origem em que toma o valor 1, ou seja:

2
0 ,m=0
6|n|= ’
el I[??:I:(S:[??} [ ] {1 ,n=0
] R T e - 1 As figuras 22.6 e 22.7 mostram, para —10 <n <10, a evolugao
do sinal impulso unitario
z[n]=6[n]
e e =======%= e dos sinais
g
z[n]=6[n-2
? 5 zy[n]=6[n+2]+6[n-2]
: 2
15} : _ : _ _ _
x,[n]E6 [n-2] z[n] = Z 6[n-1]
HEnn aln)=3 Yol
S N T U VU WD WU N =16
: 6 _t
D=?===¢=%=?=i=====%= x5[n}22625[n—2}
§ . : i=0
e A J- R T R S S
2 y 2 T T
181 _«):| 150 :I’_l['?l]zzl;é[??—l} i
e e e A &2 ) I
nst 06k i [ i d
D:%:%::: =;=:=====;= D=====;=§=;TT[. :=;=
g R B B
2 . T 2 T
] xj[n} =) oS [n—d] 1sf w[n]=Y e 26[n—i]"
g I::—f‘ : -
il i | 1 BRI S
is—8—s—o—s—8—4—5—! ; s I$ee oo e e o i ITT”-e-
S ————, e

Figura 22.6

Figura 22.7
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