* Note bem: a leitura destes apontamentos ndo
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Auns 23

Produto interno em espagos vectoriais reais ou complexos.

TOPICOS

* Chama-se a aten¢do para a importancia do trabalho Produto Interno. Norma. Distancia.

pessoal a realizar pelo aluno resolvendo os
apresentados  na  bibliografia, sem

problemas

Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Angulo.

consulta prévia das solugbes propostas, andlise Vectores ortogonais. Base ortogonal. Base ortonormada.

comparativa entre as suas fCSpOSfﬂ ¢ a IGSpOStﬂS

propostas, ¢ posterior exposi¢ao junto do docente Projecgdo Ortogonal.
de todas as duvidas associadas.

Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.

23. Produto interno em espacos vectoriais reais ou

complexos.

23.1. Produto Interno. Norma. Distancia.

Seja & um espaco vectorial real ou complexo. Um produto interno em [E é uma
aplicacao (-): ExE — C que verifica as seguintes propriedades:

Luv=(v-u)

22u-(v+w)=u-v+u-w

3. (au)-v=a(u-v)
4. u-(av)=a"(u-v)
5>u-u20eu-u=0sseu=0

Se E é um espago vectorial sobre C (respectivamente, R ) de dimensao finita com
um produto interno, E diz-se um espago unitério (respectivamente, euclidiano)

Se E é um espaco vectorial, real ou complexo, uma norma em [E é uma aplicacao
H H :E — R que verifica as seguintes propriedades

1 ful=0
2. Ju[=0 sse u=0
3. Jou] = o jul

4. Ju+v| <fu]+]v

Embora as definicoes sejam independentes, em qualquer espaco com produto interno
[, a aplicacgo E — R definida por

uf=Vu-u
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ORTOGONALIDADE EM ESPAGOS DE FUNGOES ALGEBRA LINEAR

verifica as 4 propriedades da norma, logo, constitui uma norma em .

Sendo E um espacgo vectorial em que estd definido um produto interno, a distancia
entre dois vectores u,v € [E é a norma do vector entre eles:

d(u,v) =|u-v|
Exemplos
1. Em R?, a aplicacao g : R? x R?> - R definida por

g(u,v) = g((uth)a(U]aUZ))
= 4U1U1 + U1Vy + Uy + 2U2U2

é um produto interno. Com efeito:
1. Verifica u-v = (v-u)*

g(v.u) = g((v1,vy), (u1, u2))
= 4uuy + Uy + VU + 209U,
= 4w v + WUy + UpUp + 2Uy0
= g9((w,u9), (v1,v2))
=g(u,v)

2. Verifica u-(v+w)=u-v+u-w

g(u, v +w) = g((uy,u),((v,02) + (wy,w3)))
= g((w,up), (v +wp, vy +wy))
=4y (v + wy) + ug(vy + wy) + Uy (V) + wy) + 2uy (vy + wy)
= (dugv; + WUy + UV; + 2UyVy) + (dujwy + WWy + UsWw; + 2UsWy)
= g((u, w), (v1,v2)) + 9((wy, 1y, (wy, w3))
= g(u,v) + g(u, w)

3. Verifica (au)-v = a(u-v)

g(Oéll,V) = g((aulaau2)a(vlav2))
= o (dugv) + vy + Uyt + 2ugvy)
= ag((u,uy),(v1,07))
= ag(u,v)

4. u-(av)=a"(u-v)

g(u,av) = g((u],UQ),(Ow],sz )

)
fg((avl,avz),(ul,uz))
;ag((’[}l,vz),(ulau2))
)

O‘g((ulvuz)’(vDUZ

=ag(u,v)
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5, u-u=20eu-u=0sseu=0

g(u,u) = g((u17u2)a(u17u2))
= 4u12 + UjUy + UpUy + 2u§
= 3ul + (ul + 2uyuy + u3) + Ul

=3ul + (u +wy) +ui =0

g(u,

u) =
9((uy,u9), (uy,u9)) =

0
0
2
uy =0

3u]2 +(u + uy )2

< (ug,uy) =0

Para este produto interno, que nao é o usual,

[ul = \/3u12 +(uy + uy)? + U
Por exemplo, sendo e; = (1,0) e e, =(0,1), temos

e e, =g(e,ey) =
= g((u,u3), (v1,v2))
= Ay Vg + Uy Vyy + Upplyp + 2UpoUn
=4x1x0+1x1+0x0+2x0x1
=1

il =[(1,0)] = 312 + (140 + 0% =2

H GQHZH(Oal)H:\/3X02+(0+1)2+12 :\/5

Em R? com o produto interno 9(u,v) = du v, + wvy + uyv; + 2uyv,, 0s vectores

e; =(1,0) e e, =(0,1) nao sao ortogonais e as suas normas nao sao unitérias.

Como vimos, em R? com o produto interno usual e; e e, sao ortogonais e tém

norma unitaria. Temos assim dois exemplos de diferentes produtos internos definidos
sobre o mesmo espaco, ou seja, 0 mesmo espaco com uma métrica diferente: cada um
dos produtos internos tem associado uma norma, e deles resultam diferentes nocoes de
ortogonalidade e distancia entre os elementos do espaco vectorial.

2. Sendo f(z) e g(z) dois vectores do espaco das fungdes continuas num intervalo

[a, b] , Cla,b], podemos demonstrar que

fr9= [ @) @)da

define um produto interno no espago Cla,b], bem como em qualquer um dos seus

subespagos, C" [a,b].
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Consideremos os vectores de C[-1,1], py(z)=1+z + 217 e py(z)=1+2— 2. O seu

produto interno, tal como acima definido é
! 2 2
Dy - Do =/ (l+z+22°)1+z—2")dz
-1
1
=/ A+z+2e> +z+2% +22° -2 —2° — 22" )dz
-1

1
=/ (1 +2z +2z* + 2° - 22")dz
-1

3. Sao exemplos de normas num espago vectorial (real ou complexo):

A norma euclidiana em R", tal como foi definida nas aulas anteriores
v = Z uj =Vu

que, em R, R?, e R? associamos & nocao de distancia, nocao esta que podemos

generalizar a outros espacos (ja o fizemos em R™).

A norma euclidiana em C"
uf = Z\u =u

A norma—p em R" ou C"

A norma euclidiana é um caso particular da norma-p, para p =2, podendo

escrever-se HuH2 , norma -2.

4. Energia e poténcia média de um sinal continuo.

Define-se o produto interno entre dois sinais continuos, z;(t) e x,(t), num intervalo

I= [tl, t2:| c R (ou seja, o produto interno entre dois vectores do espago C(I) ) como

t *
T Ty = /tQ il (t)x2 (t)dt

1

, sendo a norma associada

ol = oz = (/ et dtj” :
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Sinais de poténcia

Dado um sinal continuo x(t), periédico de periodo T, isto é, um sinal tal que
x(t) =x(t+ 1) ,vt e R em que T, é uma constante positiva, define-se a poténcia
média do sinal, P, como

1 Ty/2 2
P = TO/—TO/2x(t) dt

Dizemos que um sinal é um sinal de poténcia se a sua poténcia for finita nao nula,
0<P<oo.

Sinais de energia

Dado um sinal continuo z(t) pertencente ao espaco das fungdes quadraticamente

integraveis, £2(R), define-se a energia do sinal, F, como

E=zu= o)z (t)dt = / " et dt

—00 —00

Dizemos que um sinal é um sinal de energia se a sua energia for finita nao nula,
0<E <.

5. Energia e poténcia média de um sinal discreto.

Define-se o produto interno entre dois sinais discretos, z; [n] e Ty [n], num intervalo

I= [nl, nQ} c 7, como

Xy Ty = ZZ? ol [n]x; [n:|

, sendo a norma associada
1/2

b =vzz =| 3 ol

n=mn
Sinais de poténcia
Dado um sinal discreto x[n}, periddico de periodo N, isto é, um sinal tal que

x[n} = ac[n + N } ,VneZ em que N é um inteiro positivo, define-se a poténcia

média do sinal, P, como

1 = 2
P=—y 7;0 <[n]
Sinais de energia

Dado um sinal discreto x[n}, pertencente ao espaco das fungoes quadraticamente

somaveis, lz(Z), define-se a energia do sinal, E, como
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23.2. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Angulo. Vectores ortogonais. Base
ortogonal. Base ortonormada.

Seja & um espaco vectorial real ou complexo com um produto interno.
Para quaisquer vectores u e v de E

lu- vl < ullvl (desigualdade de Cauchy Schwarz)
Se u e v sao nao nulos, resulta desta desigualdade que

u- vl

fallvl
, Ou seja,

g wv oy

vl

Faz por isso sentido a seguinte definicao:

Se u e v sao vectores nao nulos de [E, o angulo entre u e v é

0 = arccos (uvj
uflv|

Se o produto interno entre os dois vectores for nulo,
u-v=_0
, 0s vectores dizem-se vectores ortogonais.

Se S = {ul,uz,m,un} é um conjunto de vectores nao nulos de [E, ortogonais dois a

dois, entao S € linearmente independente.

Sendo S = «{u],uz,---,un} uma base de um subespaco W de E, dizemos que S é

uma base ortogonal se u;-u; =0 para ¢ # j, ou seja, se os vectores da base sao

ortogonais.

S é uma base ortonormada se, para além de ser uma base ortogonal, qu =1 para

i=1,n.

Exemplos

6. A base B = {(1,1),(—3, 5)} é ortogonal relativamente ao produto interno definido

no exemplo 1. Com efeito

(1,1)-(=3,5) = g((1,1),(=3,5))
=4x1x(-3)+1x5+1x(-3)+2x1x5
=-12+5-3+10
=0

7. O conjunto de vectores B = {fl(cc) =1 f(z)=z fi(z)= x2} constitui uma base de

um subespaco W de C[-1,1]. Relativamente ao produto interno em C[-1,1]

fra=[ Sy @

B nao é uma base ortogonal de W, dado que f; e f, sao ortogonais
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5!
fl'f2:/] (1><x)d1::{x211:0

-1

, tal como f, e f;

el
b f :/_ll(xxx2)dx z{ll =0

,mas f; e f; nao sao ortogonais

57!
fl-f?):/1 (1><x2)das:{$11:2

-1

8. Espacgo de sinais.

Um conjunto de m sinais continuos ndo nulos {y,(¢)}, com k=1,2,...,m, ortogonais
num intervalo [tl, tz}, constitui uma base ortogonal de sinais. Qualquer sinal

continuo z(t) que pertencente a esse espaco, pode escrever-se como combinagao linear

dos vectores que definem a base, ou seja, dos sinais yj,(t) , ditos sinais de base
m
z(t) = Zk:] @Y (t)

O mesmo se pode dizer para um conjunto de m sinais discretos {yk [n}}, com
k=1,2,...,m, ortogonais num intervalo [nl, nQ}. Estes sinais constituem uma base

dum espaco de sinais discretos, sendo que qualquer sinal discreto x [n] que pertenca a

esse espaco pode serescrito como combinacao linear dos vectores que definem a base,

z[n]= kazl%yk [n]

9. Ortogonalidade no espago de sinais.

Dois sinais continuos, z;(t) e zy(t), dizem-se sinais

ortogonais , num intervalo [tl, t2:|7 se o seu produto

interno for nulo

/ f 2, (D (t)dt = 0

1

Observe a figura 23.1. A drea sob a curva do sinal
z(t) = cos(t)sen(t) acima e abaixo do eixo das abcissas é

igual, ou seja, o produto interno entre os sinais
z,(t) = cos(t) e zy(t) =sen(t) no intervalo [-m, 7], dado

por

/7r cos(t)sen(t)dt

=T
, é nulo, pelo que os sinais sao ortogonais no intervalo

EX

Figura 23.1

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A23 -7 28-04-2008



ORTOGONALIDADE

ESPAGOS

FUNGOES

Figura 23.2

ALGEBRA LINEAR

Observe a figura 23.2 A drea sob a curva do sinal
x(t) = cos(t) cos(2t) acima e abaixo do eixo das abcissas é

igual, ou seja, o produto interno entre os sinais
z,(t) = cos(t) e m,(t)=cos(2t), no intervalo [-m, 7],

dado por
/7r cos(t) cos(2t)dt

, ¢ nulo, pelo que os sinais sao ortogonais no intervalo

[—Tr, 7r] .
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23.3. Projeccao Ortogonal.

Sejam [E um espago vectorial real ou complexo com um produto interno e u e v
dois vectores nao nulos de E. Podemos sempre decompor u na soma de dois

vectores, u; € u,,
, tendo u; a direccao de v e sendo u, ortogonal a v. O vector u; ¢ chamado
projeccao ortogonal de u sobre v, proj, u, sendo

u-v u-Vv

projyu=u; =-——-Vv=—V
vl VoV
, € a componente ortogonal
u-v
perp,u=uy =u—-u; =u—-——V
V-V
Verificamos que
-V
u=u-—V
Vv
é ortogonal a v:
u
u———vVv | Vv=u-v——vV-V
Vv V-V
=u-v-u-v
=0

Exemplos
10. Em R? consideremos os vectores u=(1,2) e v =(1,-1) e o produto interno
definido no exemplo 1
u-v = (u,up) - (vr,02)
= 4U1'U1 + U1Vy + Uy + 2U2'U2
Temos

o u_u-vv_4—1+2—4( )_(
Pro =3 A-1-1+2"

1 1 39
erp, u=u-—-proj,u=(1,2)—|—,—|=|—,—
perpy, proj, u = (1,2) (4 4j (4 4j

Verificamos que v - perp, u =0

00 (20)=0200 3 o
44 4 4 4 4
:3+——g

2
=0
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11. Consideremos os vectores f(z)=1-2z> e f(z)= cos (;r x) no espago das

fungdes continuas no intervalo [-1,1], C[-1,1], com o produto interno

J g J e g z d:[

b h
h-h
i /j] cos(ng(l —2°)dx (-2
/jl (1-22)(1 - 22)dz

30
= 3

proj b= h

-

, sendo a componente ortogonal
pel"pfl f2 = f2 —pI'O‘]f1 f2 = Cos(2$j_3( —r )
™

Podemos verificar que

/_]1(pr0jf1 b)(perpy fo)dx = —117?:-(3)(1 —xQ)(cos[;r:c)—gg(] —xz)jdx
0

A figura 23.3 mostra os vectores

£(@) = cos (;Tx)

(a vermelho) e

. 30
projg f = ;(1 -z%)

(a azul).

-1 05 0 05 1

Figura 23.3
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23.4. Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

A ortogonalizacao de Gram-Schmidt é um método que, a partir de uma qualquer base
de um subespaco W dum espaco vectorial E, em que estd definido um produto
interno, permite obter uma base ortonormada para esse subespaco. Seja

U= {ul,uz,-u,un} uma base do subespaco W , e facamos:
1. V] = u]

2. Para 2<k<n

k-1
oy N WtV
Vi = U ;Vz"vi Vi
v.
3.q;, =+
bl

O conjunto de vectores Q = {ql,qQ,-u,qn} é uma base ortonormada, do subespaco
W.

Exemplos

12. Em C[-1,1], consideremos o  subespaco W gerado  por
B = {ﬁ(@”) =1, h(z) ==, f(z) = xz} e o produto interno

frg= [ f@g @)

Como vimos, os vectores de B sao linearmente independentes e nao sao ortogonais.
Aplicando o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos vectores de B podemos
construir uma base ortogonal para W .

Temos entao

Ln=p=1
1
Do T /xdx 0
_ 2'n -1 _ _
2-72—P2—ﬁ7“1—$—.17—$—*—$
1M / dz
-1
P37 P3N
T3 =P3~ "= i
-1 n-n

1 1
3 2
2_/711‘ dx /]x dx ) 0 2/3

1 - Y
/]xde /]dx 2/3 2

s 1
=X _—

3

3. =z

. . 1 -
Assim, o conjunto U :{1,:15,:152 —3} constitui uma base ortogonal de W

relativamente ao produto interno

fra=[ Sy @
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Exercicios.

ORTOGONALIDADE EM ESPACOS DE SINAIS

23.1. O sinal z;(t) = /™', com k inteiro, é um sinal periédico de periodo Ty = 27/w, .

Em qualquer intervalo correspondente a um periodo [t], 4+ TO} , anorma de x,(t) é

H+Ty 1/2
| =z = [ o)

4

1/2
H+Ty . .
/ ejkwote ]kwotdtj

Temos assim que o sinal

oz ()l ket |Wo o ket
e.(t) = = —¢e/"0 = | — /M0
WOl Un S Ve

¢ um vector de norma unitaria no espaco C [tl, t + TO} .

23.2. Uma forma de verificar que f(x)=sen(2z) nao pertence ao espago gerado por
fi(z) =sen(z) e f(x)=cos(z), é mostrar que sen(2x) é ortogonal a sen(x) e a cos(x)
num certo intervalo de niimeros reais.

Atendendo a que sen(2z) = 2sen(z)cos(x), temos
2m 27
/ . sen(2x)sen(z)dx = . 2sen(z) cos(x)sen(x)dx

2m
_ 2
= 2/0 sen”(x) cos(x)dx

_ 2{; sen?’(x)}

=0

2m

0
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2w

2T
/0 sen(2x) cos(z)dx = . 2sen(z) cos(x) cos(z)dx
= 2/027r sen(z) cos’(z)dx

2 {—;0053(:0)}

=0

2m
0

Alids, e em geral, podemos demonstrar que, com m #n, as fungdes sen(mz),

sen(nz), cos(mz) e cos(nx) sdo ortogonais.

23.3. Calcular a energia do sinal continuo definido por

2 0<t<4
x(t) = ’
¢

Sendo a energia de um sinal continuo z(t) definida por
E=z-z :/ ‘x(t)‘th

, temos em particular

4 45

4 £
(g,
E—/Ot dt =

0

23.4. Calcular a poténcia do sinal continuo definido por

x(t) = 4 cos(107t)

Sendo a poténcia de um sinal continuo periédico z(t) definida por

1 T2 2
P_%/Ewﬂw dt

, temos em particular

<,uo7f:107rt:>2—71-152107rt:>T0=l
Ty 5

1/10
P=5 / 42 cos?(10mt) dt

1/10
1/10 9
=47 (1 cos(107t) sin(107t) + 5tj _ 8
47 110 2
2

Em geral, a poténcia do sinal z(t) = A cos(wyt) € igual a Tl
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23.5. Calcular a energia do sinal discreto x [n] definido por

s 0 n <-4
ab - - i””%””% 77777777 x[n}: n+2 —4<n<3
R R 0 n>3
20— ——— e e S B e i
:».1T[ ::;:;7 oot Sendo a energia de um sinal discreto x[n] definida por
o I .
i E=} |z[n]

| | | N =—00
T T , temos em particular
Ao S _ 2 2 2 2 2 2 _
. ‘ ‘ ‘ E=(-2"+-1)"+1)"+(2)"+3)"+(4)" =35
) 4 2 0

Figura 23.4

23.6. Calcular a poténcia dos sinais discretos z; [n] e Ty [n] definidos por
0
z [n] = cos[ ng}

{ { 2 [n] = co{ nﬂ

0.2
0
-0.2
o4l 1 Sendo a poténcia de um sinal discreto periédico x[n}
o8y 1 definida por
038 1 N-1
1 2
10 1 2 3 4 5 6 P = ﬁ ‘x [n:H
n=0
Figura 23.5 , temos em particular
Qonzznzﬁnzzn:]\fzﬁ
3 N
08 5
0sf P, —ZCOSQ|:TL7T:|
0.4f n=0
] I 1 = %((1)2 +(0.5)2 + (=0.5)2 + (=1)% + (=0.5) + (0.5)2)
0
02 J J ] =0.5
0.4 4
081 1 Para o segundo sinal temos N =10, pelo que
038 1 9
1 2 o
M PZZ—ZCOS [n}=0.5
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 10 oar 5
Figura 23.6

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A23-14 28-04-2008



