* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Transformac&o linear.

TOPICOS

* Chamase a atengdo para a importdncia do Matriz canénica da transformagéo.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise Transformag@es lineares elementares em R3.
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

Transformagdes lineares elementares em R2.

Isometria.

25. Transformacoes lineares de R" em R™.

25.1. Transformacao linear.

Sejam E e E' espacos vectoriais sobre o corpo K. Uma funcdo T :E — E’ é uma
transformacao (aplicacao, fungao) linear se:

1. T(au) = aT(u)

2. T(u+v)=T(u)+T(v)
, ou, equivalentemente,

T(au+pv)=aT(u)+ BT(v)
, para quaisquer u,velE e o, € K.
Resulta imediatamente da definicao que
T(0g) = Oy
Com efeito
T(0g) =T(005) =0T(0g) = O
Exemplo
1. Se A é uma matriz real mxn e ue R", a aplicacao T : R" — R™ tal que
w=T(u)=Au

é uma transformacao linear dado que, Vu,v € R", Va,B8 € R,

T(au+ Bv) =A(au + Bv) = A(au) + A(Bv) = a(Au) + B(AV)
=aT(u)+BT(v)

-1 0 1 3
Por exemplo, sendo A:|:2 3}, u:{ }v={ }, a=-1e =4, temos
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25.2. Matriz candnica da transformacao.

Sejam [E e E' espacos vectoriais sobre o corpo K e T : E — E' uma transformacao
linear. Se E tem dimensao finita n e {el,ez,n-,en} é uma base de E entao,

VuelE, u=uwe +ue,+---+u,e,,
T(u) = uT(e)) +uyT(ey) +-- +u,T(e,)

Significa isto que uma transformacao linear fica perfeitamente definida quando se
conhecem as imagens dos vectores de uma base do seu dominio.

Em particular, se T : R" — R™ ¢ uma transformagdo linear, {e;,e,,---,e,} a base

can6nica de R" e u=wue; +uyey +---+u,e, € R", entdo existe uma e uma s6

matriz real A, ., tal que
T(u) = Au
A é chamada matriz (canénica) da transformacao
A=[T(e)| T(es)| | Tle,)]

,em que, Vk € {1,---n} , T(e;,) é o vector coluna que resulta da calcular a imagem de

e, por meio de T'.

Exemplos

2. Considere-se a transformacio linear T :R? — R? tal que T(1,1)=(1,1,0) e
T(0,1)=(0,1,-1). Vamos determinar a expressao geral de T, isto §,

T(z,y) V(z,y) € R?

Sendo
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entao
Al 0|=|1 O
L 1} 1
0 -1
; logo,
A=[1 o][1 o]"
1y 1}
_O _1_
=[1 o] 10
IS 1}
_O _1_
=[1 0]
0 1
_] _1_
Pelo que
T(z,y)=Al|z
o
=[1 0]|lx
0 1 {y}
!
[z
=Yy
LT~y

, ficando assim determinada a expressao geral de T :
T(:c,y) = (x,y,:c - y)
Alternativamente, como {(1,1),(0,1)} é uma base de R?

independentes num espaco de dimenséo 2) e, ¥(z,y) € R?

(z,y) = z(1,1) + (y - 2)(0,1)

, tem-se

Il
8
—~
—
—
[ TR
=

= (:c,y,x—y

, ou ainda, matricialmente, sendo

ALGEBRA LINEAR

(2 vectores linearmente
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entao
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3. Seja w = f(z;,z5) uma funcao de R? - R?, tal que

w] =$1
Wy = 2:,51 — Ty

Wy = 3331 + 456'2

Adoptando a notacdo matricial, podemos escrever

wl ] O
Iy
Lo
Ws 3 4
, € ainda
w = Ax

A fungdo w = f(x;,x,) considerada, sendo uma transformacao matricial, é uma

transformagao linear, w = T'(x) = Ax , sendo a matriz da transformacao

10
A=2 -1
3 4

4. Em R? e R? ¢ possivel fazer uma representacao geométrica simples do efeito da
aplicacao de uma transformacao linear, quer se considere que os pares ou ternos
ordenados sao representativos de pontos ou de vectores. Em R™ a interpretacao do
resultado da aplicacao de uma transformacao linear € idéntica, embora a sua
representacao geométrica nao seja possivel.

a) Seja T :R* - R? a transformacio linear, w = T(z,y)
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w=Au
y
A * (71,91 {w]} = {é ﬂ{x}
| Wy -1y
, (@,15) |
Yop o i i Temos entao w; =z e wy, = —y. Da aplicagdo da matriz da
r, I, X transformacao
Yol ; ;
(1, A:F 0}
i 0 -1
Y * (), —y)

a qualquer objecto de R? resulta uma imagem que
Figura 25.1 corresponde ao seu simétrico relativamente ao eixo dos xx

T(z,y) = (z,~y)
b) Seja T : R? > R? a transformacéo linear, w = T(z,y)
w = Au
wy | | cos(@) —sen(d) |z
wy | |sen(d)  cos(8) |y

em que € é um angulo medido no sentido directo.

Cada uma das colunas da matriz de transformacao

YHO,1) resulta da aplicacao da transformagao a cada um dos
(cos(f),sen(f)) ‘- 2
S ! vectores da base canénica de R”, e; e ey,
(—sen(f),cos(f))
? g cos(f) —sen(f )
01 e\(1,0) A :{ EG; Eﬂﬂ =[T(e;): T(ey)]
~sn(0) - sen Ccos

Temos assim que

T(e,) = {005(0) —sen(6) | {1} _ {cos(@)}

sen(f)  cos(d) |

Tle,) = {cos(@) —sen(@)} _O} _ {— sen(@)}

sen(f)  cos(f) ]| 1 cos(6)

Ambos os vectores da base canénica de R? sofrem uma
rotacdo de 6 no sentido directo. Em resultado da
ix aplicacao de uma transformacao com matiz

| cos(0) —sen(0)
A= Len(@) cos(@)}

, todos os objectos do plano sofrem uma rotacao de € no

Figura 25.2 sentido directo. A matriz é, por isso, chamada matriz

de rotagao em R2.
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25.3. Transformacdes lineares elementares em R>.

b

Figura 25.3

Figura 25.4

Figura 25.5

(mr y)

(107, w)

1. Projecgao ortogonal.

Projeccao ortogonal sobre o eixo dos xx.

Equacoes Matriz de Transformacao
w =z 10
A =
wy =0 0 0
Projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy.
Equacoes Matriz de Transformacao
wy = 0 0 0
A =
Wy =Y 0 1
2. Reflexao.

Reflexao sobre o eixo dos xx (figura 25.3).

Equacoes Matriz de Transformacao
w = 1 0

A=
Wy =~y 0 -1

Reflexao sobre o eixo dos yy (figura 25.4).

Equacoes Matriz de Transformacao
wy =~ -1 0

A =
Wy =y 01

3. Rotacao (figura 25.5).

Rotacao de um angulo 6 no sentido directo

Equacoes Matriz de Transformacao
w; =z cos(f) — ysen(d) | cos(@) —sen()
wy = xsen(d) + y cos(0) | sen()  cos(6)

4. Contracgao (figura 25.6).
Contraccao de um factor k, T(u)=ku (0 <k <1).

Equacoes Matriz de Transformacao
wy) = kx {k 0}

A =
wy = ky 0 k

5. Expansao (figura 25.7).
Expansao de um factor k, T(u) =ku (k> 1).

Equacoes Matriz de Transformacao
wy) = kx k 0
A =
wy = ky 0 k
Figura 25.7
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25.4. Transformacdes lineares elementares em R>.

z

(Projeccao ortogonal sobre o plano xz)

F4

(Reflex@o sobre o plano xy)

(Reflex@o sobre o plano xz)

1. Projecgao ortogonal.

ALGEBRA LINEAR

Projeccao ortogonal sobre plano xy.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Y
Wy = 0

Matriz de Transformacao

100
A=/0 10
0 00

Projeccao ortogonal sobre plano xz

Equacoes
'LUI =X
Wy = 0
Wy =2

Matriz de Transformacao

100
A={0 0 O
0 0 1

Projeccao ortogonal sobre plano yz.

Equacoes
w2 =Y
Wy =2

2. Reflexao.

Reflexao sobre o plano xy.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Y
Wy = —2

Reflexao sobre o plano xz.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Yy
Wy =2

Reflexao sobre o plano yz.

Matriz de Transformacao

0 00
A=/01 0
0 01

Matriz de Transformacao

10 0
A=/0 1 0
0 0 -1

Matriz de Transformacao

1 00
A=/0 -1 0
0 01

Equacoes Matriz de Transformacao
w; = - -1 0 0
wy =y A=/ 010
Wy =2 0 0 1
¥
(Rotacao sobre o eixo dos XX, ¢ = 3r7/4)
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3. Rotagao.

Rotacao de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo
. dos xx.

Equacoes Matriz de Transformacao
w =T 1 0 0
) wy = ycos(f) — zsen(d) A=|0 cos(@) —sen(d)
w3 =ysen(d) + z cos(6) 0 sen(d) cos(6)

Rotacao de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo

dos yy.
(Rotagdo sobre o eixo dos yy, ¢ = - /4) Equacoes Matriz de Transformacao
. w; =z cos(f) + zsen () cos(f) 0 sen(0)
wy =y A= 0 1 0
wy = —zsen(f) + zcos(h) —sen(d) 0 cos(6)

Rotacdo de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo

dos zz.
¥ Equacoes Matriz de Transformacao
* w; =z cos(f) —ysen(H) cos(f) —sen(d) 0
wy = xsen(d) + y cos(0) A =|sen(f) cos(@) O
(Rotacao sobre o eixo dos zz, ¢ = —3x/4) T 0 0 1

z

4. Contracgao.
Contracc¢ao de um factor k (0 <k <1).
Equacoes Matriz de Transformacao
wy = kx k 0 0
wy = ky A=|0 k£ O
wy = kz 0 0 k

5. Expansao.

Expansao de um factor k (k> 1).

Equacoes Matriz de Transformacao
wy = kzx k 0 0
wy = ky A=|0 k£ O
wy = kz 0 0 k

(Expansao, 6 =1.5)
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25.5. Isometria.

Observe-se que, seja em R? ou em RB, a matriz de qualquer rotagao ou
qualquer reflexao é uma matriz ortogonal, isto é, verifica a igualdade

ATA=1,
Resulta dai que, se T' é uma rotacao ou uma reflexao, em R? ou em R?’, entao T ¢é
uma isometria (uma transformacao linear que conserva normas), isto é,
vu, | T(u)|=|Au] = [uf
Com efeito,
2
| T(w)” = T(w) T(u)
= (Au)' Au
=w"AT)Au
=u’ (ATA)u
=u'lu
=ulu
=u-u

ul®

J& as contracgbes e as expansdes (no plano e no espaco) sao as vulgarmente
designadas homotetias de razao k e, obviamente, nao preservam normas.

Exemplos

. ~ 1. 3 3 ..
5. Podemos verificar se uma transformacao linear T : R® — R® consistindo numa
reflexdo sobre o plano xz, seguida de uma rotagao de 6 = —m/2 sobre o eixo dos zz é

uma isometria

Zz

Sendo a matriz de uma reflexao sobre o plano xz

. 100
A, =0 -1 0
0 0 1
, € a matriz de uma rotagao de 6 = —m/2 sobre o eixo dos zz
[ cos(f) —sen(d) 0
A, =|sen(f) cos(f) 0O
| 0 0 1
[0 10
) =|-1 0 0
| 0 0 1

z

A matriz da transformacao T : R® — R? &
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Para verificar se a transformacao linear é uma isometria vamos verificar se a matriz

A é ortogonal

AAT =1

0

-1

0

0 O
0

0

1

Il
[
oS = O

ol 0
0 -1
110 0
_13

, logo a transformacao linear é uma isometria.

>> Al=[1 0 0;0 -1 0;0 0 1];
>> A2=[0 1 0;-1 0 0;0 O 1];

>> A=A2*Al;

>> A'*A

ans =
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