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Composigdo de transformagdes lineares.

* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

TOPICOS

* Chamase a atengdo para a importdncia do Transformagéo linear inversa.
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Transformagdes afins. Translagdo.

26. Transformacoes lineares de R" em R™.

26.1. Composicao de transformacoes lineares.

Sejam E, E' e E" espacos vectoriais sobre o corpo K e T:E—>E, S:E — E"
transformacoes lineares. Entao

SoT:E—>E

é uma transformagao linear, chamada composta de S com T (e escrevemos
S(T(u)) ou (SoT)(u)). Por outras palavras, a composta de uma transformacao
linear é uma transformacao linear.

Em particular, se T :R" — R” é uma transformacao linear com matriz canénica
Ap e S:RP -5 R™ é outra transformagao linear com matriz candénica Ag , entao

SoT :R"™ - R™ élinear e a sua matriz canénica é

ASoT = ASAT

Exemplos

1. Sendo T : R® — R? uma reflexiio sobre o plano xz

1 00
w=T(u)=Au=|0 -1 Ou
0 0 1

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A26 -1 12-05-2008



TRANSFORMAGOES LINEARES ALGEBRA LINEAR

, S :R?® > R? uma rotacio de 6 = —m/2 sobre o eixo do zz

z v = S(w)
=Agqw
[cos(0) —sen(d) 0
" =|sen(f) cos(@) 0|w
| 0 0 1
[0 10
=/-1 0 0|w
’ |0 01
2 , U:R> > R® uma expansdo de k =1.5
r=U(v)
=Apyv
x 1.5 0 0
= 0 15 O0]v
0 0 1.5

A composicito de U com S com T ,
r=Vu)=US(T(u)=U->S-T)(u)=AAsAru, é

uma transformacio linear, V :R® = R?, com matriz de

transformacao
Ay =ApAGA L
(15 0 of o 1 o1t 0 O
=l 015 0f-10 00 -1 0
| 0 0 15 0 0 1J0 O
0 -15 0
=|-1.5 0 0]
i | 0 0 15
, Ou seja
; r="V(u)
=Ayu
0 -1.5 0
=|-1.5 0 Olu
, 0 0 1.5

Saliente-se que a composicao de transformacoes lineares nao
é comutativa (basta atender ao facto de se efectuar a custa
de um produto matricial).
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26.2. Transformacao linear inversa.

Se E é um espaco vectorial sobre um corpo K, a aplicacao 1g : E — E tal que

1 (u) = u € linear e designa-se por identidade em E.

Duas aplicacdes quaisquer T :E —>E e S:E — E dizem-se transformagoes
inversas uma da outrase SoT =1z e T oS =1 . Escrevemos S = T'eT=5"
(uma vez que a inversa, quando existe é unica) e dizemos que S e T séo invertiveis.

Se E e E' sao espacos vectoriais sobre o corpo K e T:E —>E ¢é uma

~ . . , ~ -1 , ~ .
transformacao linear invertivel entao T :E' — E ¢é uma transformacao linear
(invertivel). Por outras palavras, a inversa de uma transformagao linear é linear.

Em particular, se T :R"™ - R" é uma transformacao linear invertivel (um
. . , . - -1 ,
isomorfismo), com matriz canénica Ay, entdo T :R" > R" é uma
transformacao linear invertivel com matriz candnica

-1
AT71 = AT
Ou seja, a matriz da transformacao inversa €é igual a inversa da matriz da
transformacao.
Exemplo

2. Sendo T : R* - R?® uma rotacio de 8 = —7/2 sobre o eixo do zz
w=T(u)=Az;u
[ cos(—m/2) —sen(—7/2) 0
=|sen(-7/2)  cos(-7/2) Ofu
1

| 0 0
0 10
=|-1 0 Ofu
0 0 1

, a sua transformacao inversa tem matriz de transformacao

u="T"w)= A W= Aslw
0o 1 o]
=-1 0 0| w
L0 0 1]
0 -1 0]
=1 0 O|w
0 0 1]
[ cos(m/2) —sen(w/2) 0
=|sen(m/2)  cos(w/2) 0w
I 0 0 1

ou seja, como seria de esperar, uma rotacao de 6 = /2.
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26.3. Transformacgoes afins. Translagao.
Chamamos transformacgao afim de R" — R™ a uma transformacao da forma

S(u)=T(u)+k

, em que T ¢é uma transformacao linear de R" — R™ e ke R™ ¢ um vector
constante. (Note bem: uma transformagao afim nao é uma transformacao
linear.)

Uma transformacao afim T : R" — R" da forma
T(u)=1,u+k
, em que k = [kl,kQ,---,kn} corresponde a uma translagao de k; unidades segundo
cada um dos vectores e; da base canénica de R".
Exemplos

3. A transformacao afim T : R? - R?

10 1
ol )

corresponde a uma translagao de uma unidade segundo e; e de 2 unidades segundo

o[

corresponde a uma reflexao sobre o eixo dos yy seguida de
uma translacao de 2 unidades segundo e, .

)

4. A transformacio afim T : R? - R?

Por exemplo, para o ponto (2,2) temos
TN AN —1 0][2] [o
ool P T(u) = +
R S R B L 0 1]]2 2
P R N = +

L I R 01 FE L 2 2

[—2
Figura 26.1 - 4}
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Exercicios.

CALCULAR A IMAGEM DADA A MATRIZ DA TRANSFORMAGAO E O OBJECTO.

26.1. Sendo

2 2
A=|-1 -1
2 3

a matriz canénica de uma transformacao linear T : R? - R? | determine T(1,2).

Temos
2 2 ! 6
w=Au=|-1 -1 {2}: -3
2 3 8

A imagem do vector u = e, + 2e, é o vector w = T(u) = 6e, — 3e, + 8e; .

>> A=[2 2; -1 -1;2 3];

>> u=[1 2]';

>> w=A*u
w =
6
-3
8

26.2. Sendo
-2 1 2
A:
{—1 2 3}

a matriz canénica de uma transformacdo linear 7 : R® — R?, determine T(1,2,3).

1
-2 1 2 6
w=Au= 2| =
{—1 2 3} 5 {12}

A imagem do vector u = e, + 2e, + 3e5 é o vector w = T(u) = 6e; + 12e,.

Temos

>> A=[-2 1 2; -1 2 3];

>> u=[1 2 3]';
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>> w=A*u
w =
6
12

26.3. Sendo

-2 1 2
A=-1 2 3
-1 0 1

a matriz canénica de uma transformacao linear T : R? — R? | determine T(1,2,1).

Temos
-2 1 2|1
w=Au=|-1 2 3||2]|=
-1 0 111 -

A imagem do vector u = e, + 2e, + €5 é 0 vector w = T'(u) = 2e; + 6e, — 2e;.

>> A=[-2 1 2; -1 2 3;-1 0 -11;
>> u=[1 2 1]';

>> w=A*u
W =
2
-2

26.4. Dada a transformacao linear T : R? — R?, que consiste numa reflexdo sobre o eixo
dos yy, seguida duma rotagdo de 7/2 (no sentido directo) e duma projeccao ortogonal

sobre o eixo dos yy, determine T'(2,2).

Como vimos, a uma reflexdao sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de

transformacao
-1 0
A] =

, a uma rotacao de um angulo 6 no sentido directo corresponde a matriz de
transformacao

| cos() —sen(0)
A = Len(@) Cos(e)}

, € a uma projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de
transformacao
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0 0
A3:
0 1

Sendo a transformacao T uma composicao das 3 transformacoes elementares, temos

w=T(u) = A3A,Au
0 0| cos(m/2) —sen(m/2 0|2
:_O 1“5611(77/2) cos( 7'l'/2:||: 0 JL}
0 oo -1 2
“lo il ol
0

R E
L]

>> Al=[-1 0;0 1];

>> teta=pi/2;
>> A2=[cos(teta) -sin(teta); sin(teta) cos (teta)l;
>> A3=[0 0;0 1];
>> A=A3*A2*Al1
A =
0 0

-1.0000 0.0000

>> u=[2 2]°';

>> w=A*u

26.5. Considere a seguinte matriz dos vértices de um tridngulo em R?

13 2
T, =
{231}

Determine a imagem final (os vértices) do triangulo quando é reflectido sobre o eixo
dos yy, e depois rodado de /2 no sentido directo.

Dado que a uma reflexao sobre o eixo dos yy corresponde a matriz de transformacao

-1 0
A1:
o

, e a uma rotacdo de um angulo 7/2 no sentido directo corresponde a matriz de
transformacao
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cos(f) —sen(6) 0 -1
A2 = =
sen(f)  cos(6) 10
A matriz da transformagcao é
0 —-1]|]-1 0 0 -1
A = A2A1 = =
1 0 01 -1 0

Dado que os vértices do triangulo correspondem a vectores coluna correspondentes a
cada uma das colunas da matriz T,

w117

, resulta que ao produto AT, corresponde uma matriz

a3 7))
0 _ﬂm 0 _]}{02} 0 _]]{03}
o o o
INENEN!
1)
em que cada uma das colunas corresponde & imagem de cada um dos vértices do
triangulo
R

[-2 -3 -1
-1 -3 -2

>> teta=pi/2;

>> A2=[cos(teta) -sin(teta);...
sin(teta) cos (teta)l;
>> A=A2*Al;
>> Tr=[1 3 2;2 3 1];
>> A*Tr
ans =
-2.0000 -3.0000 -1.0000
-1.0000 -3.0000 -2.0000
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