AuLa

Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira Exercicios.

TOPICOS

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

27. Exercicios.

VERIFICAR SE UMA IMAGEM PODE RESULTAR DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

27.1. Sendo

a matriz canénica da transformacao linear T : R? - R3, verifique se os vectores
w, =(4,-10,8), w, =(0,0),w3 =(-8,2,-8),w, =(0,0,0) e wy=(3,21)
pertencem & imagem (ou contradominio) de T'.

O vector w, =(0,0) nao pertence a imagem de T, dado que wy, eR? e o
contradominio de T estd contido em R3. O vector w, =(0,0,0) pertence, dado que,

para toda a transformacao linear, a imagem do vector nulo é o vector nulo (0 = A0 ).

Quanto aos vectores w;, w3 e Wy podemos verificar se pertencem a imagem de T’

de diversos modos. Por exemplo, dado que A € a matriz a transformacao e tendo em
atencao que

1 -3
w=Au=|2 3u
2 —4

temos
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-3
Wl_ 3111
12 -4
41 1 -3
Uy
-10| =12 3{ }
U
8] 2 -4

Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[4 -10 8]';
>> rref ([A B])

ans =
1 0 -2
1 -2
0 0

, concluimos que o sistema é possivel, pelo que w; é uma imagem da transformacao.

Alids (dado que o sistema é possivel e determinado) podemos mesmo concluir que
u; = (-2,—2) é o objecto cuja imagem é w; .

De modo idéntico temos

1 -3
2 -4
-8 1 -3

Uy
21=12 3
U
-8 2 -4
Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[-8 2 -8]"';
>> rref ([A B])

ans =

, concluimos que o sistema € possivel, pelo que w; é uma imagem da transformacao
(uz =(-2,2) é o objecto cuja imagem é ws ).
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Por ultimo, temos

1 -3
W5: 2 3U5
3]
U
21=12 3{ }
Uy

Resolvendo o sistema

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[3 2 1]';
>> rref ([A B])

ans =

, concluimos que o sistema ¢ impossivel, pelo que w; nao ¢ uma imagem da

transformagcao.

Outro modo de abordar a questao seria determinar o subespago de R3 gerado
pelas colunas da matriz da transformacao. Ou seja, sendo a; =(1,2,2) e

a, =(-3,3,—4) os vectores correspondentes as colunas da matriz da transformagao,
uma imagem, w = (w;,w,), nao é mais do que uma combinacdo linear destes

vectores, sendo os coeficientes as coordenadas do objecto que lhe d& origem

u = (uy,uy)
W=u1a1+u2a1
1 -3
Uy
w=|2 3{ }
Ug
2 -4
= Au

O problema pode assim ser interpretado como um problema de determinagao de um
subespaco gerado por um conjunto de vectores. Resolvendo o sistema

wl ] — 3
Uy
Uy
w; 2 -1

, recorrendo ao método de Gauss-Jordan, resulta

>> A=[1 -3;2 3;0 -4];

>> B=[wl w2 w3].'

>> escalonar ([A B])
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[ 1, -3, wil]
[ 2, 3, w2]
[ 0, -4, w3l
Passo 1:

(-2)*L1 + L2 => L2

[ 1, -3, wll]
[ 0, 9, w2-2*wl]
[ 0, -4, w3]
Passo 2:

(1/9) *L2 => L2

[ 1, -3, wl]
[ 0, 1, 1/9*w2-2/9*wl]
[ o, -4, w3]
Passo 3:

(3)*L2 + L1 ==> L1
(4)*L2 + L3 ==> L3

[ 1, 0, 1/3*wl+1l/3*w2]
[ 0, 1, 1/9*w2-2/9%*wl]
[ 0, 0, w3+4/9*w2-8/9*wl]

Concluimos que, para que o sistema. seja possivel, devera ser
4 8
W3 +§w2 _§w1 =0 8w1 _4w2 _9w3 =0

Fica assim determinada a condicao que caracteriza o subespaco das imagens. Podemos
verificar que w; =(4,-10,8) e w3 =(-8,2,—8) verificam a restricao
(8x4-4x(-10)-9x8=0 e 8x(-8)—4x2-9x(-8) =0, e portanto pertencem &
imagem da transformagao, mas wy = (3,2,1) nao verifica (8x3-4x2-9x1%0), e
portanto nao pertence a imagem.
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DETERMINAR A MATRIZ DA TRANSFORMACAO DADOS UM CONJUNTO DE OBJECTOS E IMAGENS

27.2. Determine as matrizes candnicas das transformacoes
Ti(zy,25) = (23 — 29,7 = 375)
Ty (@), @y, 3) = (@) + Ty + 223, %) — Ty, Ty — T3)

T3(x1,29,73,2,) = (77 + 223,21 — Ty, Ty — T3,2; — 31,)

Conhecida a expressao analitica da transformacao a determinacao da matriz candnica
da transformacao é imediata. Para (w;,w,) = T} (z,29) = (22; — 29,2, — 3x,) temos

{wl = 256'1 — Ty

MR
-

Procedendo de modo analogo para T5(z;,%y,23) = (x) + Ty + 23,2 — Ty, Ty — T3),

logo

temos:
1 1 2
A, =|1 -1 0
0 1 -1

s e para Ty(x), 2y, T3,04) = (T) + 23,0 — Ty, Ty — T3,T) — 32,)

10 2 0

10 0 -1
A3:

01 -1 0

10 0 -3

27.3. Dada a transformacio linear T :R*> > R?® tal que T(e,)=(~1,2,0) e

T(e,) =(0,2,— 1) escreva a matriz da transformacao.

Sendo a matriz canénica da transformacio dada por A =[T(e;) T(e,)], temos de

imediato
-1 0
A= 2 2
0 -1
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27.4. Diga quais das imagens, de b) a d), sdo compativeis com uma transformacao linear
do objecto da figura a) e determine as transformacoes lineares correspondentes.

2 1 0 1 2
a)
4r e
yi 4
3 e 3
Zhehe e 2

2 i 2
] ST 3
4 . 4

2 1 o 1 2 3 2

2 2F
3 a3r
4 -4

Dados um vector u e um vector v com a mesma
direccao de u, v = ku, e sendo a imagem de u o vector
w = Au, temos

z=Av
= Aku
=kAu

=kw

Numa transformacao linear T :R™ — R™, vectores
paralelos tém por imagem vectores paralelos, pelo que é
imediato reconhecer que a imagem b) nao resulta duma
transformagao linear do objecto a).

Numa transformacao linear T : R" — R" a imagem do
vector nulo é o vector nuloob w=A0=0, pelo que é
imediato reconhecer que as imagens c) e d) nao resultam
duma transformagao linear do objecto a).

Atendendo & imagem e), dado que
T(el) = T(L 0) = T(2a 1)
T(ey) = T(0,1) = T(-1,2)

, € sendo a matriz da transformacao linear T : R? 5 R?
dada por A =[T(e;) T(e,)], temos de imediato

2 -1
A =
1 2
A transformacao linear em causa é, portanto,
T(zy,25) = (221 — 3,7y + 22,)

Por exemplo, para a diagonal do quadrado, temos

=
h
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27.5. Considere a transformacao linear T : R? - R? que transforma o paralelogramo da
figura a) no paralelogramo da figura b). Qual das seguintes matrizes pode ser a matriz da

transformacao em causa
2/3 0 2 =12 1 -1/3 2/3 -1/3
A = / A, = / A, - / A, - /3 =1
-1/3 -1 3 -3/2 2 —4/3 0 -1

st Basta atender a que
FINS T(O, 2) = (_17_ 3)

Ora, sendo

T a0l aal]_ ) ) [
(0,2) = AL} = A2L} = A2e, =2Aey, =2T(e,) —{_3}

, temos

o T(ey) = Hﬂ

, pelo que, das matrizes candidatas a unica que pode ser a matriz da
transformagao em causa € a matriz A, .

Escolhendo dois vectores linearmente independentes, por exemplo,
u, =0,2) e u,=(24), temos w;=T(u)=(-1,-3) e
wy = T(uy) =(2,0) , pelo que, sendo

w =Au

“ 1 1 2 é |:W1 WQ}:A[ul u2:|
: R
-3 0 2 4
BN
=A
-3 0|2 4

2 —1/2
{3 —3/2}:‘“

Genericamente

A:[W] WQ}[UI UQ}

>> ul=[0 2]';

>> u2=[2 4]';
>> wl=[-1 -3]"';
>> w2=[ 2 0]"';
>> A=[wl w2]*inv([ul u2])
A =
2 -1/2
3 -3/2
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