Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da

bibliografia principal da cadeira Diagonalizacdo de matrizes simétricas.

TOPICOS

Chama-se a aten¢do para a importincia do Decomposigéo espectral
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

29. Diagonalizacao.

29.1. Diagonalizacao de matrizes simétricas. Decomposicao espectral.
Recordemos que uma matriz quadrada A, nxn, é simétrica se AT =A e ¢

ortogonal se A" = AT (isto ¢ AAT =1 ).

Sabe-se que, se A é uma matriz real simétrica, os valores proprios de A sao nameros
reais e os vectores préprios associados a valores préprios distintos sao ortogonais.

Para além disso, toda a matriz simétrica é diagonalizavel.

De todos estes resultados conclui-se que, se A é uma matriz real simétrica de ordem
n, entao A ¢é diagonalizavel por uma matriz ortogonal, isto é, existe uma matriz
ortogonal Q e uma matriz diagonal D tais que

A =QDQ’
Do que foi visto na aula 28,
A O 0
0 Xy 0
D= . .
0 - 0 X,

€ a matriz cujos elementos diagonais sao os valores préprios de A, listados por certa
ordem, e QQ € a matriz obtida a partir de vectores préprios de A normalizados,

listados por ordem correspondente a de D .
A factorizacao A = QDQT pode ser escrita na forma
< T
A= Z A,9,9;
i=1

,onde q; € a coluna 7 da matriz Q, chamada decomposicao espectral da matriz

A.

© Prof. Isabel Matos & José Amaral ALGA A29 -1 15-05-2008



DIAGONALIZAGAO ALGEBRA LINEAR

Exemplo

1. Dada a matriz

2 -1 0
A=-1 2 0
0 0 2

, determinamos os seus valores préprios a partir do polinémio caracteristico. Sendo
2- A -1 0
p(\) = det(A = AI) =det| -1 2-X 0l=2-X(2-X?-1)
0 0 2-X
=(2-M)(\ -4x+3)

, 0s valores proprios de A sao A =3, Ay =2,e Ay =1

Podemos agora determinar os vectores proprios associados resolvendo os sistemas
homogéneos correspondentes.

Para (A — X\ I)v =0 temos

-1 -1 0 110
-1 -1 0|~|0 0 1
0 0 -1 0 00

, pelo que o conjunto de todos os vectores proprios associados a A; = 3 satisfaz

x| — Ty -1
$1=—$2
{ :>x2 = ) =K 1
T3 0 0
,com k=#0.
Para (A —A,I)v =0 temos
0 -1 0 1 00
-1 0 0[~|0 1 O
0 00 0 00

,com k=#0.
Para (A —A3I)v =0 temos
1 -1 0 1 -1 0

-1 1 0j~|0 0 1
0 0 1 0 O

, pelo que o conjunto de todos os vectores proprios associados a A; = 1 satisfaz
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T Ty 1
{xl = 9 _ _
=Xy | = |29 | =K1
T3 = 0
Z3 0 0

,com k=#0.

A matriz A tem 3 valores proprios diferentes, pelo que os vectores préprios
associados sao ortogonais. Temos

3 00 -1 0 1
D=|0 2 0] e V=] 10 1
0 0 1 0 10

Normalizando cada uma dos vectores proprios obtemos a matriz

-1/-/2 0 1/42
Q=| 12 0 12

0 1 0

Temos entao a matriz A diagonalizada por uma matriz ortogonal:

~1/~2 0 1/-2][3 0 0][-1/42 12 0
A=QDQ" =| 1/:/2 0 1/42||0 2 0 0 0 1
0 1 0/[0 0 1] 1/4/2 1/42 0

, como podemos verificar

>> A=[2 -1 0;-1 2 0;0 0 2];

>> [V Dl=eig(A);

>> V*D*V!
ans =
2.0000 -1.0000 0
-1.0000 2.0000 0
0 0 2.0000
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Exercicios.

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

29.1. Determinemos a matriz ortogonal que diagonaliza a matriz simétrica

3 -1 0
A=|-1 30
0 0 2

A matriz A tem valores préprios A; = Ay =2 e Ay =4 . Ao valor préprio A,y =2
estéio associados os vectores préprios v, =[1 1 O}T evy=1[0 0 I}T, e ao valor
préprio A3 =4 o vector proprio vs = [l -1 O}T (como poderiamos deduzir pelo
método habitual).

Como a matriz tem valores préprios iguais nao temos a garantia que os vectores
préprios v, e v, sejam ortogonais. v; € necessariamente ortogonal a v; e v,.

Quanto a estes dois, dado que estao associados a valores proprio iguais, € necessario
verificar. Temos

0
vi-vy=[1 1 0][0|=0
1

Os vectores sao ortogonais, pelo que basta construir a matriz cujas colunas sao os
vectores proprios encontrados e normalizar cada um deles para obter a matriz
ortogonal que diagonaliza A

0 1 142 0 12
0 -1|=Q=1//2 0 -1/2
10 01 0

V =

O = =

Podemos verificar

>> A=[3 -1 0;-1 3 0;0 0 2];
>> [V D]=eig(A)

V =
-0.7071 0 -0.7071
-0.7071 0 0.7071
0 1.0000 0
D =
2 0 0
0
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>> V*D*V!
ans =
3.0000 -1.0000 0
-1.0000 3.0000 0

0 0 2.0000

(Nota: Se A for uma matriz simétrica, em resultado do algoritmo utilizado no calculo
pelo MatLab, a fungao eig (A) devolve uma matriz ortogonal de vectores préprios.)

29.2. Determinemos a matriz ortogonal que diagonaliza a matriz

4 2 2
A=(2 4 2
2 2 4

A matriz A tem valores préprios A\; = Ay =2, e A3 =8. Ao valor préprio A, =2

estao associados os vectores proprios v, = [—1 1 O}T e Vo = [—1 0 I}T e ao

valor préprio A3 =8 o vector préprio v; = [1 1 I}T (como poderiamos deduzir
pelo método habitual).

Como a matriz tem valores préprios iguais nao temos a garantia que os vectores
préprios v, e v, sejam ortogonais. v; € necessariamente ortogonal a v; e v,.
Quanto aos dois ultimos temos

-1
Vl'V2:|:_] 1 O:| 0=2
1

, pelo que os vectores nao sao ortogonais. E por isso necessario, recorrendo ao método
de Gram-Schmidt, encontrar uma base ortogonal para o subespago préprio E,.
Temos

Lvi=v,=[-11 0]"

-1
’
’ . V2‘V1 ,
2. Vy =Vy —Proj,, Vo =vy ———— vy =| -1
vi-Vvy 9

Ficamos assim com 3 vectores ortogonais. Basta, agora, construir a matriz dos
vectores proprios e normalizar cada um deles para obter a matriz ortogonal que
diagonaliza a matriz A

~-1/-/2 -1/\6 1/43
Q=| 12 16 1/
0 2//6 143

Podemos verificar que a matriz é ortogonal, e que diagonaliza a matriz A
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>> Q=[-1/sqrt(2)

-1/sqrt(6) 1/sqrt(3);...

1/sqrt(2) -1/sqrt(6) 1l/sqgrt(3);...
0 2/sqrt(6) 1/sqrt(3)];
>> Q'*Q
ans =
1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000
>> D=[2 0 0;0 2 0;0 0 8];
>> Q*D*Q!
ans =
4.0000 2.0000 2.0000
2.0000 4.0000 2.0000
2.0000 2.0000 4.0000

29.3. Conhecidos os valores préprios e a matriz Q, podemos escrever a matriz A na

forma da sua decomposicao espectral

Temos entao

M, = qyqj =

My = qq3 =

n
A=) Naa,
=1

~1/:/2 12 -1/2 0
M, =aqaf =| 12 |[[-1N2 1N2 0]=|-12 12 0
0 0 00
—1/\/6 16 1/6 —1/3
—INB [N <6 26 =] 16 16 <13
|26 -1/3 -1/3  2/3
1//3 13 13 1/3
INENIRINE R N IR TNEY E R TERR TERR e
13 /3 1/3 1/3

, pelo que, e reordenando os valores préprios por ordem decrescente, a decomposicao

espectral da matriz A é

]/3 ]/3 ]/3 1/6 ]/6 ——1/3 1/2 ——1/2 0
A=8 1/3 1/3 1/3 +2 1/6 1/6 —1/3 +2 —1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3 —1/3 —1/3 2/3 0 0 0
Se u e R? , temos
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Mu =q,q; u=q,(u’q;)" =q,(u-q;)"
=q,(u-q;) (dado que u - q; é um escalar)
=(u-q;)q;
u . .
= L q; (dado que HqZH =1)
q; " q;
= proqu_ u

: T N . .
Cada uma das matrizes M; = q;q; corresponde a matriz de projeccao no subespago
gerado por q;, ou seja, corresponde a matriz de projec¢ao no subespacgo préprio [ A

caso a multiplicidade geométrica de \; seja 1.

Por exemplo, para u = [l 2 S}T

>> ql=Q(:,1); q92=Q(:,2); g3=0(:,3);
>> Ml=gl*ql'; M2=g2*g2'; M3=g3*g3';
>> u=[1 2 3]"';

>> [(u'*qg3)*g3 (u'*q2)*qg2 (u'*qgl) *qll]

ans =
2 -1/2 -1/2
2 -1/2 1/2
2 1 0
>> [M3*u M2*u Ml*u]
ans =
2 -1/2 -1/2
-1/2 1/2
2 1 0
, temos u=us+uy+u, sendo u; =[2 2 Q}T,

w, +u; =[-1/2 -1/2 1}T +[-1/2 1/2 O}T, as projeccoes de u sobre cada um

dos subespagos proprios de A . A transformacio linear T : R® - R? a que a matriz
A estd associada transforma o vector u no vector w = Au = 8u; + 2u, + 2u,

>> 8*M3*u + 2*M2*u + 2*Ml*u
ans =

14

16

18

>> w=A*u

14
16
18
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DETERMINAR UMA MATRIZ COM VALORES E VECTORES PROPRIOS ESPECIFICOS

Determinar uma matriz simétrica com valores e vectores proprios (ortogonais)

especificos € trivial, quer a partir da decomposicao A = QDQT, quer a partir da
n
decomposicao espectral da matriz A = Z Aiqiq;fr .

i=1

29.4. Determinar a matriz simétrica A com valores proprios A; =4 e A, = 2, e vectores

préprios v, =[-1 1]7 e v, =[1 1]7.

Sendo v; e v, ortogonais, basta calcular o respectivos versores

q = [— l/ﬁ l/ﬁ}T e qy= {l/ﬁ l/ﬁ}T, resultando

o [

>> D=[4 0;0 2];

>> Q=[-1/sqrt(2) 1/sqrt(2); 1/sqrt(2) 1/sqrt(2)1]1;
>> A=Q*D*Q'
A =

3.0000 -1.0000

-1.0000 3.0000
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