* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

* Chamase a atengdo para a importdncia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

32. Exercicios.

Aunr 32

TOPICOS

Exercicios.

DECOMPOR UMA MATRIZ EM VALORES SINGULARES.

32.1. Dada a matriz rectangular, 3x 2,

temos

ATA =

A=

2

5
1

0

2 0
0 -2
1 1

0

2
01
0 -2
-2 1
1

1
1
5

A matriz ATA tem polinémio caracteristico

p(A) = det {

cujas raizes sao

)\1,)\2 =

5-A 1

5-A

10+/100-96 10+2

}:(5—,\)2—1:/\2—10A+24

6,4

2

2

tem 2 valores préprios, A\, =6 e Ay =4, pelo que a matriz A tem valores

singulares

oy =Py =6
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Podemos de imediato escrever a matriz diagonal dos valores singulares
o 0
D=| ' - 160
0 g9 0 2

, e amatriz > , de dimensao mxn =3x2,

/6
D
Y= |=|0
0 0
0
maltriz ! €1m vectores pI‘OpI"lOS normailizados:
A matriz ATA t t Spr lizad

1. Associado a A\, =6

R B e [

2. Associado a Ay =4
5-4 1 1 1] 11 , -1 —-1/42
= ~ Sr=-y=>v =k =y =
1 5-4] [1 1] [0 0 1 1//2

V é uma matriz ortogonal da dimensao de ATA, no caso presente , 2x2,

S NN O

constituida por um conjunto ortonormado de vectores préprios da matriz ATA . No
caso presente temos

e -
V_[Vl V2:|_{1/\/§ 1/\/§:|

U €é uma matriz ortogonal mxm, no caso presente 3 x 3, cujos elementos sao
determinados por

g

Em que o, sao os valores singulares nao nulos de A e v, os valores proprios
normalizados a eles associados, pelo que temos de imediato

2 1/-/3

0
ulziAv1=i0 -2 {l/ﬁ}z —1/\/§
71 Joly |2 1/4/3

_]/ﬁ

2 0
uzziszle — {_1/ﬁ}: ~1/-/2
72 200 LA 0

, sendo necessario determinar um vector unitério ortogonal a u; e u,, recorrendo a

ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Considerando a base {ul,uQ,e 3}, temos
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uj = e — proj,, €3 — proj, €;
:e3—lelz:32u —z?l: u; =e3—(e3-ug)uy —(ez-uy)uy
o] [o] [-1/~2][-1/42] To] [ /B8] 1/43
=[0]=|0|-| =12 || =1/"2|=|0|-|=1/4/3 ] -1/-/3
HRE 0 || o 1| 1B 143
0] 1-/3] To] [ 13
=10|-1/-/3|-1/"/3|=]0]|-|-1/3
1 /3] |1 1/3
—1/3
= 13
23
o2/
g =] V2/203
L NG TN

Temos entao

13 —1/42 -+2/23
U=[u; uw, ugl=|-1/43 —1/2 2/243
143 0 J2/4/3

Ficando assim determinada a decomposicao em valores singulares da matriz A

18 =142 —-2/243([/6 0
A=UxvT =13 —1/2 2/203] 0 2
13 0 J2/43101 0 0

, como podemos confirmar

Heee]
142 1/2

>> x=sqrt(2); y=1/sqrt(3); z=1/sqrt(2) ;

>> U=[y -z -x*y/2;-y -z x*y/2;y 0 x*yl;
>> S=[sqrt(6) 0; 0 2; 0 0];
>> V=[z -z; z z];
>> U*S*V!
ans =
2.0000 0.0000
-0.0000 -2.0000
1.0000 1.0000

Podemos ainda decompor A na forma
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,
- T _ T T
A= Zaiuivi =00 V| +09UyV,y

1/-/3

i=1

= J6|~1/3 |[i/v2 1/42]

1/4/3

_]/ﬁ
+2—1/ﬁ
0

ALGEBRA LINEAR

1 1 1 -1

12 12]=l-1 ]+ -

1 1 0 0

A decomposicao em valores singulares da matriz A pode ser feita em MatLab
utilizando a funcao svd (a)

>> A=[2 0; 0 -2; 1 1]

>> [U S V]=svd(a)

U =
-0.5774
0.5774
-0.5774

2.4495

-0.7071
-0.7071

-0.
-0.
0.

7071
7071
0000

.0000

.7071
.7071

-0.4082
0.4082
0.8165

DADA A SVD DETERMINAR AS BASES DOS QUATRO ESPACOS FUNDAMENTAIS DA MATRIZ.

32.2. A matriz A, mxn =3x2, tem r =2 valores singulares nao nulos, e decomposicio

em valores singulares

2 0
A=|0 -2|=UxvT =|-1//3 -1//2  2/2/3
11 1//3 0

Os  vectores

w =[5 ~1/43 1/3]"

correspondentes as primeiras r =2

143 —1/42 —+2/243 {6 0

ortonormada, do espaco coluna de A

Os vectores vlz[l/«/g 1/«/5? e V3=[—1/\/§ 1/«@?, correspondentes  as

primeiras 7 = 2 colunas da matriz V formam uma base ortonormada do espaco linha

de A

0 2 12 -1
0 OL/ﬁ Sz

uy =[-1/42 =142 o],

colunas da matriz U formam uma base

Como n—r =0, o nucleo da matriz A é constituido apenas pelo vector nulo,

o=[0 o]".

Sendo m—r =1, a 3" coluna da matriz U, uz = [— x/g/Qﬁ x/§/2«/§ ﬁ/\/ﬂT,

forma uma base ortonormada do nticleo de A’ .
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