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* Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

TOPICOS

Exercicios.

* Chamase a atengdo para a importdncia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

36. Exercicios.

DETERMINAR A MELHOR APROXIMACAO A UM VECTOR NUM SUBESPACO

36.1. Consideremos a matriz

2 0
A=(0 -2
1 1

Os vectores que constituem as colunas da matriz, u, =[2 0 1]7 e

u, =[0 -2 1]7, séo linearmente independentes.

Dado o vector v = [O 1 I}T , a melhor aproximacao do vector v no subespaco W,
gerado por u; e u,, ou seja, a melhor aproximagao do vector v no espaco coluna de
A (poderiamos verificar que v nao pertence ao espaco coluna, mostrando que
Ax =v é impossivel), nao pode ser determinado a partir de proj,, v e

proj,, v porque u; e u, nao sao ortogonais.

V = Projy vV # proj,, v+ projy, v

,

E necessario encontrar uma base ortogonal do espago gerado por u; e u,, por
exemplo, recorrendo a ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Temos entao

vi=u, =[2 0 1]"

-2/5
. u, Vv
V2:u2—p1"0Jvlu2:u2_ﬁV1: -2
1°Vy
4/5

Podemos agora determinar a melhor aproximacao do vector v no espaco coluna de

A
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ALGEBRA LINEAR

V = projy v = projy, v + projy, v
=V +—=V,

=[1/2 12 0]"

X --

>>
>>
>>
>>

>>

ul=[2 0 1]';
u2=[0 -2 1]';
A=[ul u2];
v=[0 1 1]"';
vl=ul;

v2=u2- (u2'*vl) / (v1l'*vl) *vl;

vm= (v'*vl) / (v1'*vl) *v1i+ (v'*v2) / (v2'*v2) *v2

vin

0.5000
0.5000
0

DETERMINAR A SOLUCAO DE MINIMO ERRO QUADRATICO DE UM SISTEMA DE EQUAGOES LINEARES

36.2. O sistema de equacoes

z=0
— %y =
rz+y=1

, com forma matricial, Ax =b,

2 0

0

xT
0—2”:1
1 1%

é, como podemos verificar, um sistema impossivel. Como a matriz A (que é a mesma
dos exercicios anteriores) tem colunas linearmente independentes, a solu¢do de minimo
erro quadratico do sistema Ax = b € tinica, sendo

x=(ATA)'ATD

Para evitar a inversio da matriz ATA no cdlculo de x = (ATA)'ATb, é mais

pratico resolver o sistema de equacoes normais (ATA) x=ATb. Temos

(ATA)x=A"b
L _ 0
5 1] [2 01
X:
15 0 -2 1
5 1] [ 1
X:
15 -1
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR
5 1 1 10 1/4
15 -1 0 1 —-1/4

[
T { 1/4}

e, resolvendo o sistema

, donde,

>> A=[2 0; 0 -2 ;1 11;

>> b=[0 1 1]';
>> xm=inv (A'*A) *A'*v
xm =

0.2500

-0.2500

Note que a imagem de X no espaco coluna de A, corresponde & projeccao ortogonal
de b no espaco coluna de A .

2 0 1/2
1/4 /

C_ as /
b=Ax=|0 —2{_]/4} 1/2
11 0

, pelo que o exercicio anterior pode ser resolvido por esta via, isto €, dada a matriz

2 0
A=|0 -2
1 1

e o vector v = [O 1 1}T, a melhor aproximacao do vector v no espacgo coluna de
A é
1/2
o . _ TAVT AT _ As
V=projy v=AA"A) AT v=Ax=|1/2
0

>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];

>> v=[0 1 1]';
>> vm=A*inv (A'*A) *A'*v
v =
0.5000
0.5000
0
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DETERMINAR OS PARAMETROS DE UM MODELO LINEAR QUE MELHOR SE ADAPTA A UM CONJUNTO DE
PONTOS

36.3. Dados os pontos de R?, (1,2), (3,2), e (4,5), podemos determinar os parametros
m e b darecta y=mz+b (sendo m o declive da recta e (0,b) o ponto em que a recta

intersecta o eixo dos yy) que melhor se adapta ao conjunto dos pontos, segundo um critério
de minimizacao do erro quadratico cometido.

O sistema de equacoes
Yy, =mz; +b
Yy =MTy +b
Y3 = mx3 +b

que, na forma matricial é

1 xl_

b n
Iz =Y
m
1 T3 | 1 Y3

é possivel e determinado se os pontos forem colineares. No caso presente,
2

HEE

—_ =
=~ W =

, nao sendo os pontos colineares, pois o sistema é impossivel

11 2 100
13 2(~(0 1 0
145 0 0 1

>> A=[1 1;1 3; 1 4];

>> b=[2 2 5]';
>> rref ([A b])

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Vamos procurar a solucao do sistema que minimiza o erro quadréatico cometido na

determinacao dos parametros m e b, calculando p = [l; ﬁm} Temos

11
oo 11 3 8
R 8 26
€
(ATA) 3 8] 1[26 -8
8 26 14|-8 3
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pelo que,

p=(ATA)"ATy

2
_126—81112_1182—62
T 14|1-8 3|1 3 4 14|15 1 45

]

>> xs=inv(A'*A) *A'*b

Xs =
5/7
6/7

Temos entdo b =5/7 e m =6/7, ou seja, a recta que melhor se adapta ao conjunto

de pontos é

P
Y 7 7
A figura mostra o conjunto de pontos e a recta que melhor
se lhes adapta, no sentido da minimizacao do erro
quadratico, ou seja, o somatorio do quadrado das distancias
entre a recta e os pontos dados é menor do que para
qualquer outra recta que pudéssemos definir.

. . - . T ,
Para evitar a inversao da matriz A* A no célculo de

p=(A"A) ATy

Figura 36.1 podemos resolver o sistema de equacoes normais
ATAp=ATy

Teriamos entao

=~

de onde resulta o sistema

, que facilmente se resolve,
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3 8 9] [1 0 57
{8 26 28}~{0 1 6/7}

, de onde resulta a solucao encontrada anteriormente

[

>> A=[1 1;1 3; 1 4]1;

>> y=[2 2 5]°';
>> rref ([A'*A A'*y])
ans =
5/7
1 6/17

Podemos ainda ter em atencao que

ATA_1111;_3 s1 | N Zx
13 4 826 | Yz Y o

,em que N é o numero de pontos, e

1 111?] T 7
Y L 3 4} . {28} S 2y,
i
, pelo que podemos escrever as equacoes normais
ATAp=ATy
na forma
N Z L; Z Y;
i IA) _ i
, |p=
Z% Z% Z%%
i i i

36.4. Dados os pontos de R?, (-1.5,2), (-1,1), (0,1), e (0.5,1.5), determinar os

parametros ay, a;, e a, da pardbola y =ay+a;x+a, z? que melhor se adapta ao
conjunto dos pontos, segundo um critério de minimizacao do erro quadratico cometido.

Dado o sistema de equacoes

Y1 =09 t o +ay $12
Yo =ag + a1T9 + a9 x%
Y3 = ap + T3 + Qg x§

Yy =g+ ayzy + ay T
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EXERCiCl1O0S ALGEBRA LINEAR

, na forma matricial

1 = x12 Y1
2 || %0
1 zy x5 a | = Yo
1
1 x4 $§ Y3
2 |L%2
1 x4 3 Ya
, €, no caso presente,
1 —-1.5 2.25 2
Ao
1 -1 1 1
a] =
1 0 0 1
ay
1 05 0.25 1.5

, podemos determinar os valores dos parametros da parabola que melhor se adapta ao
conjunto de pontos, do ponto de vista da minimizacao do erro quadrético, resolvendo
as equacoes normais

ATAp=ATy
Temos entao
1 —-1.5 2.25
1 1 1 1 4 -2 3.5
T 1 -1 1
A"A=|-15 -1 0 0.5 ! 0 0 =-2 3.5 —4.25
2.25 1 0 025 3.5 —4.25 6.125
1 0.5 0.25
, e
2
1 1 1 1 5.5
T 1
A'y=|-15 -1 0 0.5 { =1-3.25

225 1 0 0.25 15 5.875

, de onde resulta o sistema

4 -2 35|q 5.5
-2 35 —425||q |=|-3.25
35 —4.25 6.125|/ay| | 5.875

e, resolvendo o sistema, os parametros

: ao 09
0& : a | = 0.8
: : ' ay| |1.0

-2 -155 1‘ -DIS 6 Ui5 1
ou seja, a parabola de equacao
Figura 36.2 oS ap dnac

>> x1=[-1.5 2]';

>> x2=[-1 1]°';
>> x3=[0 1]';
>> x4=[0.5 1.5]"';

y =0.9+0.87 + 2
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>> X=[x1 x2 x3 x4];
>> A=[[1 1 1 1]' X(1,:)" (X(1,:).72)" 1;
>> b=X(2,:)"';
>> p=inv (A'*A) *A'*b
p =
0.9000
0.8000
1.0000

ALGEBRA LINEAR

CALCULAR A MATRIZ DE PROJECGAO NUM SUBESPACO

36.5. Dada a matriz

2 0
A=|0 -2
1 1

calcular a matriz de projeccao no seu espaco coluna.

A matriz de projeccao no espago coluna de A, que coincide com a matriz de

projeccao no subespaco gerado pelos vectores u; = [2 0 1}T

que constituem as suas colunas, ¢é
T =AATA)'AT

Temos,

15| 24|-1
2 01 —
AATAY =0 -2 { }
24|-1 5
11
, e, finalmente,
: 5 —1
T=AATA) AT =51 -5 {
2 2
5 1 2
1
=—|1 5 -2
6
2 -2 2

e u2:[0 -2 1:|T

Conhecida a matriz de projecgao (ortogonal) no espaco coluna de uma matriz, calcular
a imagem de qualquer vector nesse subespaco € trivial. Por exemplo, considerando de

novo o vector v = [0 1 1} T temos
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5 1 2110 1/2
G:Tv:él 5 =2||1]=1/2
2 -2 2011 0
>> A=[2 0; 0 -2 ;1 1];
>> T=A*inv (A'*A) *A!'
T =
5/6 1/6 1/3
1/6 5/6 -1/3
1/3 -1/3 1/3
>> vm=T*v
vm =
1/2
1/2
0

CALCULAR A PSEUDO INVERSA DE UMA MATRIZ

36.6. Calcular a matriz pseudo-inversa da matriz

2 0
A=|0 -2
1 1

A matriz pseudo-inversa de uma matriz A é, por definicao,
A+ — (ATA)—lAT

e s e . T s . ,
No caso presente, como ja vimos em exemplos anteriores, A~ A ¢ invertivel, pelo que

temos de imediato

2 0

T 2 01 5 1
A" A= 0 -2|=

0 -2 1 1 5

1 1

-1

(ATA)" = 5 1 _ 5 -1
1 5 241 -1 5

A" = (ATA) AT 1 { 5 —1“2 0 1}

, e, finalmente,

2|-1 5|0 -2 1
1 5 1 2
C12]-1 -5 2
Conhecida a matriz pseudo-inversa da matriz A , o calculo da matriz de projeccao no

seu espaco coluna, T = AA™, ou da solucdo de minimo erro quadrético do sistema
Ax =b, x = A" b, é trivial. Por exemplo, dado o sistema
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2 0 0
0 -2|x=|1
1 1 1

, a solucdo de minimo erro quadratico do sistema é

T120-1 -5 2

[ 14
L]

0
5 1 2
%=A'b 1{ }1

ALGEBRA LINEAR

>> A=[2 0; 0 -2 ;1 11;

>> b=[0 1 1]"';

>> pinv(A)

ans =
5/12 1/12 1/6
-1/12 -5/12 1/6
>> xm=pinv (A) *b
Xm =
1/4
-1/4
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