Aur 37

* Note bem: a leitura destes apontamentos nio

dispensa de modo algum a leitura atenta da TOPICOS

bibliografia principal da cadeira Melhor aproximac&o.

* Chamase a atengdo para a importdncia do Projecgéo num subespago.

trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo Minimo erro quadrético.

os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise

comparativa entre as suas resposta € a respostas

propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

37. Erro quadratico em espacos de funcoes.

37.1. Melhor aproximacao. Projeccao num subespaco. Minimo erro

quadratico.

Seja & um espaco vectorial, real ou complexo, em que estd definido um produto

interno, u um vector de E, W um subespaco vectorial de E e «{u],uz,---,un}

uma base ortogonal de W. A melhor aproximagao de u em W é o vector u tal
que a distancia de u a u é menor do que a distancia de u a qualquer outro vector

de W,

Hu—ﬁH < Hu—VH ,VveW

u é a projecgao ortogonal do vector u no subespago W, ou seja,

i-1 =1 Wi 4 i=

n n n
A~ . . u-uy;
u=prOJWu:ZprOJuiu:Zu ! ui=2kz-uz-
u ’

O vector e =u-—u designa-se por vector de erro, e pertence ao complemento

ortogonal do subespaco W, Wi, sendo a sua norma, HeH = Hu —ﬂH , designada por

minimo erro quadratico. Se a base do subespaco for ortonormada, dado que

2 . L -
u;,-u; = Hqu =1, resulta que os coeficientes da projeccao ortogonal sao dados apenas

por

Exemplo

1. A projeccao ortogonal de f(z)=e” no subespaco vectorial, W = B [-1,1], com o

produto interno

fra=[ Sy @

, tendo em atencao que B = {l,x} constitui uma base ortogonal de W , é dada por
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f = projy f

1 1
Tdx e“xdx
fp fp / 4 / .
P1-P1 Py D2 / dx / 22dx
-1 -1
1

[e” T_l [(_1 +x)e” l] e—e !l 27!

= + T = + x
1
2 {x?’} 2 2/3
314
_c-¢ +3e 'z
2

~1.18+1.10z

A funcdo f(z)=€e" nado pode ser representada exactamente por uma funcio
polinomial do 1° grau. A funcao f ~ 1.18 + 1.10z corresponde, de todas as funcoes

polinomiais do 1° grau, f=0b+ az, aquela cuja distancia a f(z) =e” é menor do

que a distancia de qualquer outra funcgao polinomial do 1° grau a f(z) =e" .

Uma distancia estd associada a uma norma,
dist(f,f) =|f - f
, € uma, norma esta associada a um produto interno,
r-A=Js-h--Jy

Ao considerarmos o produto interno num dominio de continuidade [a,b]

fro=[ @) @xz

, a minimizacao da distancia entre f e f

min|f — f| = minJ(f = 1) (/ - )’
“min [ (7= P~

2
dz

NN

a

, corresponde & minimizacao da funcao
b
/a ‘(e(m)‘z dx

, com e(x)= f(x)— f(x), ou seja, corresponde & minimizacdo do somatério do

quadrado do erro cometido ponto a ponto para todos os valores de z € [a,b].
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Adoptemos um outro ponto de vista. Sendo f(z) =e€”, e o modelo que consideramos

ser adequado uma funcéo polinomial do 1° grau, f(x) = b+ ax , a diferenca ponto a

ponto entre as duas fungoes, ou seja, o erro cometido, é

=e" —(b-ax)

, pelo que a minimizacao do erro quadrético no intervalo [—1,1], resulta
1
min(E) = min/ (e — (b —azx))dx
-1
= min (2()2 + (27 —2e)b + %az —4aet + %(62 - 6_2))

Derivando a expressao em ordem aos parametros a e b e igualando a zero temos

37E=—4€71+éa=0:>a=3671
Jda 3

-1
L e 4p—9e =0 = b=
ob

, ou seja, obtemos as solucoes encontradas anteriormente através da projeccao
ortogonal.

Determinar a projecgao ortogonal sobre um espago de fungoes F [a,b] com

b
produto interno f-g = / f(x)g"(z)dx , corresponde a calcular a solucao de
a

minimo erro quadratico.

2. E possivel demonstrar que os sinais sen(nwt) e

sen(mwt), com n e m inteiros, e diferentes entre si, sdo

ortogonais em qualquer intervalo [tl, 4+ 27r/w}. Assim

sendo, e considerando w=1 e t; =0, o conjunto de

] sinais S ={sen(kt):keZ} constitui uma base

ortogonal de sinais no intervalo [O, 27r} .

Considerando, por exemplo, o sinal z(t) que se mostra na

figura 37.1, e n =7, podemos representar z(t) no

intervalo [O, 27r} a menos de um sinal de erro, z,(t),

i x(t) = lezl ay, sen(kt) + z(t)

A figura 37.2 mostra o sinal

Z(t) = lezl ay, sen(kt)

, correspondente a projecgdo ortogonal do sinal z(t) no

4 _1
|
|

i espaco gerado por S
s

Y

Figura 37.2
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ALGEBRA LINEAR

A figura 37.3 mostra o sinal

xe(t) = .’,C(t) - f(t)a
pertencente ao complemento ortogonal do espaco gerado

por S.

Note que na expressao dos coeficientes

o .
wu, ], HOu

u,-u 2 *
kW /t y (i (t)dt
1

o numerador corresponde ao produto interno entre o sinal
a representar e os sinais que definem o espago de
representacao, ditos sinais base, sendo portanto uma
medida de semelhanca do sinal com cada um dos sinais
base. O denominador corresponde a energia de cada um
dos sinais base no intervalo considerado, tendo apenas a
funcao de normalizar os valores dos coeficientes. Se os
sinais base tiverem norma unitaria, ou seja, se forem
versores do espaco que definem, o denominador tem valor
1, nao influenciando o valor do coeficiente.

Para que a que a energia do sinal de erro no intervalo

[O, 27r} , ou, o que € proporcional, o erro quadratico médio
1 2m
2w /0

a;, devem ser convenientemente calculados, sendo para

2?(t)dt seja o menor possivel, os coeficientes

este exemplo a;, = k:l (1 —cos(km)).
0

A figura 37.4 mostra a evolucao dos coeficientes para
sucessivos valores de k, no caso para os primeiros 20
coeficientes.

A figura 37.5 mostra a evolucao do erro quadratico médio
a medida que se vao somando as sucessivas componentes

de z(t).

A figura 37.6 mostra a aproximacao z(t) conseguida se
utilizassemos 100 coeficientes.

10 15
Figura 37.5
O erro quadratico médio da representagao num intervalo
YT T [t, ty] de um sinal continuo (), num espago de sinais
bt b {m(D)}, 6 dado por
_r )
B I R C= [ -a)] at
| | | | | | | | t2 - t] 4
o b 1 ty n 2
= / [m(t)—ZkZlakyk(t)J dt
A N 2~
A 1
| | | | | | | T | = /2$3(t)dt
T e S T S S S SN b=t /1
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 37.6
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Exercicios.

MINIMO ERRO QUADRATICO.

37.1. Calcular a projeccao ortogonal de f(z)=e® no subespago vectorial, W = B [-1,1],

das fungdes polinomiais do 2° grau no intervalo [-1,1], com

o produto interno

fro=[ f@g @

(ou seja, calcular os parametros do polinémio do 2° grau
que, no intervalo [-1,1], melhor se adapta a fungao

f(z) =€e" no sentido da minimizagao do erro quadrético).

& 55 EI U.iS 1 9 1 L
Dado que B =<1,z,x° ——} constitui uma base ortogonal
Figura 37.7 3
de W, temos
projyy f =2 Plp « L Py TPy
b1 P Dy - P2 D3 - P3
1 1 |
/ e’dx / ezdx / e’(z” —-)dx
_ -1 + -1 -1 3 2 _ l
= z+ (z )
! L Lo 1o 3
/ dx / z dx / (z* —=)dzx
-1 -1 -1 3
. 1
2
LT 4 ) i [ex(5—6x+3x )}
_ |:6 2:|_1 4 |:( )] :|,] 4 3 ],] (LEQ _%)
3
@ []x—Qaz?’ +1x5}
31, 9" 9" T57
-1 -1 -1
_e—e! 2t 13/3(2e - e )2 1
2 23 8/45 3
-1 -1
_3(lle” —¢) 3y 15(e — 7e )xg
4 4
~1.00 + 1.10z + 0.54z*
b i o 37.2. Consideremos o sinal
IR T R S -
I I I I I I I I 1 O0<t<m
I I I I I I I I x(t) =
08F — ==~ -1 w<t<2rm
1 T P e
o— R R T B , conforme representado na figura 37.8.
wsf ~ -+~ —4-—t--il-——<--+{-1--{ Vamos calcular a projeccio ortogonal do sinal z(t) no
S i i b il i | espago gerado pelo sinal y(t) =sen(t) no intervalo [0, 2%}.
1 T R T T Ou seja, vamos determinar a na relacio z(t) = ay(t) + z,.(t)
o0z e e s e T de modo a minimizar o erro quadrético no intervalo [0, 27].
Figura 37.8
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Temos entao

| PR o
I 74 N A JRECTO
| AN . a="0
/ y2(t)dt
| | | | | | | | 0
| LT 2 on
| N /O (t)sen (£)dt
=,
NS /0 sen”(t)dt
o N . o
T _/O sen(t)dt—/ﬂ sen(t)dt
Figura 37.9 g
_4
™

pelo que

() = %sen(t)

no intervalo [0, 277}. A figura 37.9 mostra o grafico do sinal z(t) e da aproximagao
&(t) no intervalo [0, 2r].

Podemos tracar o grafico da evolucao do erro quadratico médio em funcdo do
coeficiente de semelhanca a. Sendo o erro quadratico médio dado genericamente por

1
c-_1 /fo(t)dt

-t /4

Temos, para o exemplo em causa,

c-, itl /f (2(t) - ay(t)Pdt

1 2

=5/, (z(t) — asen(t) ) dt

= L o9 9 [2m 2 B 2m
= [/0 z(t)dt + a /0 sen”(t)dt 2a/0 x(t)sen(t)dt}
= %(277 +a’m - 8a)

T

A figura 37.10 mostra a evolucao do erro quadratico médio

0.25 \
0.24

em funcao do coeficiente de semelhanca. Observe que a
curva tem um andamento quadratico com um minimo bem

0.23

0.22

/ definido correspondente ao coeficiente de semelhanca.
Podemos verificar o valor do minimo do erro quadratico
médio

0.21

¢ _ d (1 27 + a’r - 8a)j

02 % - % o
0.19 _ L(Qaﬂ-_g)
0.18 2T
.9 1 1.1 12 13 1.4 15 16 1.7 JC ,
Figura 37.10 720:>2a7r—8:0:>a:;
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37.3. Aproximar o sinal z(t) dado no exemplo anterior pelo sinal

Z(t) = ZZZI aj.sen(kt)

, de modo a minimizar o erro quadratico médio no intervalo [O, 27r} .

Vamos calcular os coeficientes correspondentes a projecgdo ortogonal de z(t) sobre
cada um dos vectores da base do espaco de representacao. Temos entao

[ attyyi ey

1

ak:t?*tdt
T AV‘AV/‘\V/\‘"T"l"T"T"’ 4 (1)
1 o L 27
T T T T x(t)sen(kt)dt
o I GO =/02() 0
SRR I IR
. o
Y I TR S | W NN W /sen(kt)dt—/ sen(kt)dt
o VYYD _Jo ™
I I I I I I I I I 2
T T e R A /0 sen’(kt)dt
Figura 37.11 %[cos(lst)‘iﬂ 3 cos(kt)\ﬂ
- s
= l(] — cos(km))
km
, OU seja,
0 kpar
a. =
k —  kimpar
0
, logo,

z(t) = ZZZI a;, sen(kt)

_4 sen(t) + 1 sen(3t) + 1 sen(5t) + 1 sen(7t)
g 3 5 7

A figura 37.11 mostra comparativamente o sinal z(t) e a aproximagao Z(t) obtida.
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37.4. Consideremos os sinais representados na figura 37.12. Podemos determinar o valor de

a de modo a que os sinais z; [n] ez, [n] sejam ortogonais.

,[n]

204 24

[N

5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

Figura 37.12

Figura 37.13

Para que os sinais x [n] e Iy [n] sejam ortogonais €

necessario que o seu produto interno seja nulo. Por definicao
de produto interno entre sinais discretos, temos

[~}

Ty Ty = Z T [n]acQ [n]

n=—ow

3

= 2 @ [n]e[n]

n=0
=(2x5)+(2ax(-1))+ (3x(-2)) + (-1x3)
=10-2a-6-3
=1-2a
, logo, z; - x5 =0 sse
1-2a=0
a=0.5

Considerando o valor determinado para a, podemos calcular
a energia dos sinais z[n], e z5[n].

A energia do sinal z;[n] é dada por

E, = ZO_OOOQCQ [n]
=" 4t [n]

=14+9+1+4+4+1+9+1
=30

Para , [n] temos

B, = ng% [n]

=25+1+4+9=39

Consideremos o sinal z[n] representado na figura 37.13.
Podemos calcular a projeccio ortogonal do sinal x[n] no
espaco dos sinais x; [n] e Iy [n], ou seja, o sinal z[n]

pertencente a esse espaco que mais se aproxima de x[n] do
ponto de vista da minimizacao do erro quadratico

> (n]

, ou seja ainda, tendo em atencao a definicao de energia de
um sinal, o sinal que minimiza a energia do sinal de erro

z.[n] = z[n]-2[n]
Vamos entao determinar os valores dos coeficientes a; e a,

da expressio z[n]=az;[n]+ayz,[n]+z, [n] de forma a
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que a energia do sinal z, [n] seja minima. Sendo os coeficientes a; dados por

Temos

zemy Z:m[n T, [n]

- Ty Ty ZO_OOO x,f [n]

a

1
30
14
30

[(2x1)+(3x2)+(2x3)]
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