Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas

propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as davidas associadas.

9. Vectores em R".

9.1. Vectores livres.
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Vectores em R? e R3,

TOPICOS

Vectores livres.

Vectores em R".

Vectores iguais.

Soma de vectores.

Produto de um escalar por um vector.

Notagdo matricial.

Vector nulo. Vector simétrico.

Propriedades da soma e do produto por um escalar

Recorde do Ensino Secundédrio que um vector u é
definido por uma direccao, um sentido e um
comprimento, e representa-se geometricamente no plano,

R?, ou no espaco, R®, por um segmento orientado, que
corresponde a um deslocamento de um ponto para outro.

A ponta da seta do vector é chamada ponto final ou
extremidade, e o outro ponto extremo é chamado ponto
inicial ou origem do vector.

Segmentos orientados com a mesma direccao, o mesmo
sentido e o mesmo comprimento representam o mesmo
vector, ou seja, sao considerados vectores iguais.

No exemplo figurado tem-se
u=v=w

O vector simétrico de u € o vector que tem o mesmo
comprimento, a mesma, direc¢ao e sentido oposto ao de u .
Representa-se por —u.

A soma u e v é o vector u+ v que une a origem de u a
extremidade de v quando se faz coincidir a origem de v
com a extremidade de u .

Um vector com comprimento zero e direccao e sentido
indeterminados chama-se vector nulo e representa-se por
0.

u+(-u)=0
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O produto de um escalar real, o, por um vector u é o vector cu tal que:
Se a =0, au é o vector nulo.

Se a#0, au tem:
- comprimento igual a ‘a‘ vezes o comprimento de u ;
- a direccao de u;
- o0 sentido de u se a > 0 e contrario ao de u se a <0.

Propriedades da soma de vectores

u+v=v+u (comutativa)
(u+v)+w=u+(v+w) (associativa)
u+0=0+u=u (elemento neutro)
u+(-u)=0 (todos os vectores tém simétrico)

Propriedades do produto de um escalar real por um vector

a(fu) = (af)u

afu+v)=au+av (distributiva)
(e + B)u = au + Bu (distributiva)
lu=u (elemento neutro)

O comprimento de um vector u é o comprimento de qualquer um dos segmentos
orientados que o representam e é designado por norma do vector, usando-se a

notacao HuH .

Um vector de norma igual a 1 é chamado vector unitario. Dado um vector nao
nulo u, o vector
u

e =,
ul

é o vector unitario com a direccao e sentido de u e chama-
se o versor de u. A operacdo de multiplicacao de um
vector u pelo inverso da sua norma é designada por
normalizagao do vector u.

@)

el 2 3
9.2. Vectores em R“ e R”.

Bases canénicas de R? e R3.

: Um conjunto de dois vectores nao colineares {el,eQ} diz-se

2 . .
uma base de vectores em R“, e um conjunto de trés
vectores {e;,e,,e3} nao complanares diz-se uma base de

vectores em R?.

Uma base ortonormada em R? é uma base de R?> em

e =D que os vectores e; e e, tém comprimento 1 e sao
perpendiculares, e uma base ortonormada em R?® ¢ uma

Figura 9.2

3 A~
base de R” em que os vectores e, e, e e; tém norma 1 e
sao perpendiculares dois a dois.
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A base canénica de R? ¢ a base ortonormada de vectores com as direccoes e
sentidos dos eixos coordenados constituida pelos vectores e; = (1,0) e e, =(0,1),

{(1,0),(0,1)} . Identicamente, a base canénica de R? é constituida pelos vectores
e; =(1,0,0), e, =(0,1,0) e e3 =(0,0,1), {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} .
Componentes e coordenadas de um vector em R? e R?

As componentes do vector u, de R*, numa base {e],ez} sao os vectores u; e

u, que tém, respectivamente, a direccao de e, e e,, e cuja soma € igual a u:

As componentes do vector u, de R?, numa base {el,eQ,eg} sao os vectores u; U,

e uj que tém, respectivamente, as direccoes de e;, e, e e3, e cuja soma ¢ igual a

u:
¥ —
u=u;, +u,+u;
T (uq,uy) )
4 ; As coordenadas do vector u de R“ numa base «{el,eg}
sao os numeros reais, u; e u,, que devemos multiplicar por
Uy = Uyey u=u; +u, e, e e, para obtermos as componentes de u

u = U]e] + U/2e2

-

X Tendo o vector o seu ponto inicial na origem do referencial,

uy = upe, 1 -
1= O =(0,0), as coordenadas do vector sao coincidentes com as

coordenadas do ponto onde o vector tem a sua extremidade
(u1,u9), ou seja, o conjunto de todos os pontos do plano

corresponde ao conjunto de todos os vectores cujo ponto
inicial é a origem do referencial, O, pelo que, também é
usada a notacao

u = (up,up)
Temos, portanto, para os versores da base candnica,
e, =le; + Oe,
=(1,0)
e, =0e; +1ley
=(0,1)

Figura 9.3

, como ja tinhamos visto.
E também usual designar u; e u, como as componentes do vector segundo e, e e,
respectivamente.

As coordenadas do vector u de R? numa base {e1,€5,€3} sdo os ntimeros reais, u;

Uy € us, que devemos multiplicar por e, e, e e; para obtermos as componentes de
u

u = ulel + u262 + U3e3
A semelhanca de R?, é também usual a notacio u = (uy,u9,uz) , € a designagao de

U;,Uy € Uz como as componentes do vector segundo cada um dos respectivos

versores e;, €,, ¢ es.
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ALGEBRA LINEAR

Soma de vectores em R’? e RR*

O vector soma de dois vectores de R?, u = we; + uye,
e Vv=uve +1e,, ¢ o vector w=u+v de coordenadas
(u) + vy, uq +vy), OUu seja, resultante da soma ordenada das

componentes segundo cada um dos versores

w=u+v

(w181 +ugeq) + (vie) +vqey)

(ug +vy)eq +(uy +vy) e

wi€q + Wy€9

O vector soma de dois vectores de R? ,
U =ue| + Uy +Uses € V=108 +Uy€y + Vs€s, ¢ 0 vector
w =u+ Vv de coordenadas (u; + vy,uy + Uy, Us + V3)
wW=u+v
= (uj€] + Ugey + Uze3) + (V€] + Vyey + Usey)
= (u +vy) e +(uy +vy) ey +(ug +v3) ey

= wle] + w2€2 + 'LU3e3

Produto de um escalar por um vector em R? e R?

’

O produto de um escalar « por um vector u de R? ¢ o
vector v=au de coordenadas (au;,auy), ou seja,

resultante do produto do escalar pelas componentes segundo
cada um dos versores

vV =au
= a(ue; +uyey) = (auy ey + (auy)e,
= Ulel + 11262

z

O produto de um escalar a por um vector u de R? ¢ o
vector v = au de coordenadas (o, auy,ous)

vV =au

o(uje + ugey + uses)

(auy e + (auy)e, + (aug)es

Exemplos
1. O vector que tem origem no ponto A =(-2,2) e

extremidade no ponto B =(2,4), u = AB, é igual ao vector
na posicdo canénica (com ponto inicial na origem do
referencial)
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v=B-A4
=(2,4)-(-2,2)
=(2+2,4-2)
=(4,2)

, ou ainda, igual ao vector w = CD com origem no ponto
C =(0,5) e extremidade no ponto D

D=C+v

= (0,5)+ (4,2)

=(0+4,5+2)
=(4,7)

,ouseja, u=v=w=(4,2)=4e; +2e,.

2. Dados os vectores u=2e, +e, e v=2e —2ey, 0

vector w=2u-v é

w=2u-v

:461 +2€2 —26] +262

= 261 +462

Fieura ¢

. z
g + vy

Figura 9.7

Jou, w=2u-v=221)-(2-2)=(4,2)—(2-2) = (24) .

>> u=[2 1];

>> v=[2 -2];

>> w=2*u-v

vectores

3. Dados os u=2e; +0.5e, +le; e

_'5":-‘ U vy v=05e +2e,+2e;,0vector w=u+v é

Uy
1 w=u+v

= (281 +O.592 + 183)+ (0.581 + 292 + 283)

X -

u=[2 0.5 1];

>> v=[0.5 2 2];
>> wW=u+v
W =
2.5000 2.5000 3.0000
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9.3. Vectores em Rn.

Sendo n um inteiro positivo, define-se o espago R" como o conjunto de todas as
sequéncias ordenadas de n ntmeros reais, x = (zy,zy,--+,,,), (ditas n-uplos).

Tal como em R? e R3, os elementos de R" podem ser interpretados como pontos,
ou como vectores, num espago n-dimensional.

Exemplos

1 . , . .
4. R é o conjunto de todos os niimeros reais que representamos sobre um eixo
orientado x. R? & o conjunto de todos os pares ordenados de numeros reais,
x = (z;,2,), que usualmente representamos geometricamente no plano 2D recorrendo

. . . 3, .
a um sistema de eixos cartesiano xy. R® é o conjunto de todos os ternos ordenados
de ntmeros reais, x = (z,,2,,%3) , que usualmente representamos geometricamente no

espaco 3D recorrendo a um sistema de eixos cartesiano xyz. R4, R5, RG, v, R"6
o conjunto de todos os quadruplos, x =(z;,79,25,74), quintuplos,
X = (2),%9,L3,%4,%5), séxtuplos,  x =(x,Zq,T3,24,T5,%g), ,  n-uplos,

X = (21,29, +,%, ), que nao podemos representar geometricamente, mas que podemos
continuar a pensar como pontos, ou vectores, de um espaco 4D, 5D, 6D, ..., nD.

9.4. Vectores iguais.

Em R", dois vectores, u = (uj,uy, --,u,) e v =(v,09,-,v,), s30 iguais se,
ordenadamente, cada uma das suas coordenadas ¢ igual

Up = Up,Uy =Ugymnh Uy = Uy

9.5. Soma de vectores.

O vector soma de dois vectores, u = (u,uy,---,u,) € v =(v,09,"-,0,), € 0

vector w =u+ Vv cujas coordenadas sao a soma ordenada das coordenadas dos
vectores u e v

W=u+V = (U +0,Uy + Vg, -, U, +V,)

9.6. Produto de um escalar por um vector.
O produto de um escalar real @ por um vector u € o vector
v = au = (au,0uy, -, ou,)

, dizendo-se que v é um multiplo escalar de u.

9.7. Notacao matricial.

Um vector de R"™ pode ser escrito em notagao matricial como uma matriz linha
(ou vector linha) ou uma matriz coluna (ou vector coluna). Temos assim que

u= (ulau%'“vun)

pode ser escrito na forma da matriz linha
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u= [“1 Ug = “n]
ou na forma da matriz coluna
Uy
Us
u =
U

n

Utilizando a notacao matricial as operagoes vectoriais de soma e produto por um
escalar sao idénticas as definidas para as matrizes

U v Uy +
Uy Uy Uy + Vy
w=u+v=| " |+| [ |= X
u, | v, u, + v,
, e
KR au,
Uy oy
v=au=qa [|=
u, ou,,
Exemplos
5. Em [R? , em alternativa a notacao
u = (uy,uy)

, u pode ser escrito na forma de um vector coluna
U
u=
U

u:ul+U2

Temos

= u]e] + u262

Uy 1 0 Uy
:[el 92} =
Uy 0 1]|uy
=,
6. Dados os vectores de R*,u = (1,—2,3,1) e v=(3,1,- 1,0) o vector w = 3u—2v é

w =3u-2v
=3x(1,-2,3,1)-2x(3,1,—-1,0)
=(3,-6,9,3)—(6,2,—2,0)
=(-3,-811,3)

, ou, em notacao matricial,
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>> u=[1 -2 3 11°';

>> v=[3 1 -1 0]"';
>> w=3*u-2%v
w =

-3

-8

11

9.8. Vector nulo. Vector simétrico.

O vector nulo é representado por 0 e define-se como sendo o elemento neutro da
adicao em R, ou seja,

0 = (0,0,+-0)
Sendo u = (uy,uy, -,u,) um vector de R"™, o vector simétrico de u, representa-se
por —u,eé
—u= (_ul v_u2v"'v_un)

, uma vez que

u+(_u) = (u1=u2="'7un)+(_u17_u27"'7_un) = (0707"'70) =0

9.9. Propriedades da soma e do produto por um escalar.

As propriedades da soma de vectores e do produto de um vector por um escalar real
sao idénticas as conhecidas para vectores livres.

Sendo u = (uy,uy, -, u,) € v =(v,0,--,0,) dois vectores em R", e a e B dois
escalares, temos

u+v=v+u a(fu) = (af)u
(u+v)+w=u+(v+w) au+v)=av+au
(u+0)=0+u=u (v + f)u = au + Bu
u+(-u)=0 lu=u
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