Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

10. Espacos Vectoriais.

10.1. Estruturas Algébricas.

AuLa

Estruturas algébricas.

TOPICOS

Espago vectorial.

Combinagao linear.

Independéncia linear.

Na generalidade, uma estrutura algébrica é constituida por um ou mais conjuntos
(suportes da estrutura), munidos de uma ou mais operagoes (leis de composicao
interna ou externa, operagdes undrias, etc.) envolvendo elementos daquele(s)
conjuntos e satisfazendo certas propriedades formais.

Caso nao exista ambiguidade, pode identificar-se um dos conjuntos suporte com a
estrutura algébrica. Por exemplo, o corpo (R,+,x) refere-se, geralmente, apenas como

o corpo R (o corpo dos reais).

Algumas estruturas algébricas envolvem mais de um conjunto. Por exemplo, um
espaco vectorial tem inerentes dois conjuntos: um conjunto de vectores e outro de
escalares (um corpo), uma lei de composigao interna (adigao vectorial) e outra externa
(multiplicacao de escalar por vector).
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ALGEBRA LINEAR

Grupdide

Todo par (A,*) constituido por um
conjunto A euma operagdo binaria *
de A% em A (lei de composicio
interna).

3

* & associativa

N

* & comutativa

a*b=>b*qa

a*(bxc)=(a*b)*c

Semigrupo

Todo o grupdide (A,*) em que a
operagdo * é associativa.

J

elemento neutro
JuVa:a*u=u*a=a

Monoide

Todo o semigrupo (A,*) com elemento
neutro (que é Unico).

J1

elemento oposto
Vadad :a*a' =d *a=u

Y

Grupo

L

Grupo Comutativo (Abeliano)

Todo o mondide em que todos os
elementos tém oposto (que € Unico).

Todo o grupo (A,*) em que * é

Anel

Todo o terno (A,+,x) em que(A4,+) é
um grupo comutativo, (A4,x) é um
semigrupo e X é distributiva em relagdo a
+ a esquerda e a direita.

Corpo

Todo o anel (A,+,x) em que (A,x) é
um monoide e todos os elementos
diferentes de 0 sdo invertiveis.

> .
comutativa.
, ou seja,
(A +) (A,) (a+b)xc=(axc)+(bxc
+ e, assoaatl.va. é associativa ax (b " c) —(axb (a e
+ e comutativa.
3 neutro 0.
3 oposto (simétrico)
para todos os elementos
, Ou seja, )
(A,+) (A,%) (a+b)xc=(axc)+(bxc
+ é associativa. X é iativa.
€ associativa ax (b " c) —(axb axc

+ é comutativa. X é comutativa.

3 neutro 0. 3 neutro 1.

3 oposto (simétrico) 3 oposto (inverso) para

para todos os elementos todos os elementos
diferentes de 0.
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10.2. Espaco Vectorial.

Seja & um conjunto de elementos u,v,...,w, chamados vectores, e K um corpo,
de elementos «,(3,...,7, chamados escalares. Diz-se que [E é um espago vectorial
(ou espago linear) sobre o corpo K sse:

a. estiver definida em [E a operagao adicao vectorial, +, que a uelk e a
velE associa o elemento u+velk, tal que (E,+) é um grupo

comutativo, ou seja, Vu,v,w € [ :
al. u+v=v+u (+ é associativa)
a2. (u+v)+w=u+(v+w) (+ é comutativa)

a3. 330 E:(u+0)=0+u=u (elemento neutro de +, designado

por zero)
ad. Vu3, —ueE:u+(-u)=0  (elemento oposto de u para a
operacao +, designado por

sitmétrico de u)

m. estiver definida a operacao multiplicacao de escalar por wvector, x, que a
aeK e a uel associa o elemento axueE (ou, simplesmente au ),
que verifica:

ml. a(u+v)=aou+av (x é distributiva em relagdo a
adi¢ao dos elementos de E)

m2. (a+ fB)u=au+ fu (x é distributiva em relagao a
adi¢ao de elementos de K)
m3. a(fu) = (af)u (associatividade mista)
m4. lu=u (elemento neutro de x & esquerda)
A operacao bindria + de E’ em E designa-se por adicao vectorial, e a operacgao
bindria x de Ex K em [E designa-se por multiplicagao de escalar por vector.
Saliente-se que um espaco vectorial é fechado relativamente a adicao vectorial.

Quando K =R diz-se que & é um espago vectorial real, e quando K = C diz-se que
& é um espaco vectorial complexo.

Exemplos

1. Sdo exemplos de espagos vectoriais (ou seja, pode demonstrar-se que verificam as 8
propriedades acima enunciadas) os seguintes conjuntos, com a definicdo habitual de
adicao entre os seus elementos, e de multiplicacao dos seus elementos por um escalar
do corpo K indicado:

e O conjunto R", como temos vindo a considerar até aqui, com K = R .

e O conjunto dos segmento orientados, que apropriadamente designdmos por
vectores, com K =R.

e O conjunto C", com K =C (e também com K =R).

e O conjunto das fungdes reais (ou complexas) de varidvel real num intervalo
I < R, com as definicoes habituais de adicao de fungoes e de multiplicacao de uma
funco por uma constante aeR (ou aeC): (f+g)(x)=f(x)+g(x) e
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(af)(z) =af(z)), com K=R (ou K=C). O vector nulo é a funcao f;, tal que
f(z)=0,Vr el.

F importante pensar em cada uma das funcdes como um vector, ou seja,
simplesmente como um elemento do espaco vectorial. Para apenas duas fungoes
podemos fazer a analogia com os segmentos orientados em R?.

Sendo um espaco vectorial constituido por funcoes, é designado por espago de
funcoes, F = F(I). Tem especial interesse, como verd nas cadeiras da especialidade,

o espago de sinais que ¢, exactamente, um espaco de fungoes que contém
informacao sobre um determinado fendmeno fisico relevante para as aplicacoes

10.3. Combinacao Linear.

Seja B um espaco vectorial sobre um corpo K. Diz-se que um vector ue E é
combinacao linear dos vectores u;, u,, ---,u, € E, se existirem escalares

ki ky,---,k, € K, designados por coeficientes da combinacao linear, tais que

u=ku +kuy,+---+ku,
n
= Zkz‘ui
i=1

Exemplos

2. O vector de ]R4, u=(1,-2-3,4) é combinagdo linear dos vectores
u; =(2,0,-1,0), uy, =(-1,2,0,0), u; =(0,0,-1,2) e u, =(2,0,0,—1), dado que

existem escalares, k; = 2,k, = —1,k; = 1,k, = -2, tais que

Com efeito
ku; + kuy + ksus + kjuy =2u; —uy +ug —2uy
=2x(2,0,-1,0)-(-1,2,0,0) + (0,0,— 1,2) — 2(2,0,0,— 1)
=(4,0,-2,0)+(1,-2,0,0) + (0,0,— 1,2) + (—4,0,0,2)
=(1,-2,-3,4)

u

3. ¥ A funcdo real de varidvel real f(z)=z+2z> pode ser descrita como
combinacio linear das funcdes (vectores) fi(z)=1, fz)==z, fx)=2>, e
filz) =z

f(z) = 0fi(z) + 1h(x) + 0f3(z) + 2f4(x)
ou, simplesmente,

fz)=[0 1 0 2]

4. ¥ A funciio f(z) = €™, com zeR, é uma funcdo complexa de varidvel real

designada por exponencial complexa. A férmula de Euler estabelece a relacéo
entre a funcao exponencial complexa e as funcgoes trigonométricas seno e co-seno :
Jjr

e’ = cos(z) + jsen(z)
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Nas expressoes acima e ¢ a base do logaritmo natural

im A i o (e ~2.7183) e assume-se que x € expresso em radianos e

j|€ T coserising nao em graus.
sin ¢ A funcdo cos(wyt) pode ser expressa como combinagao

4 linear das fungoes e’ e ¢ ot
0|cos ¢ 1 Re
cos(wgt) = 0.5e70" 4 0.5¢~ 70t

A fungao cos(wyt) pode ser interpretada como um vector
pertencente ao subespaco das funges continuas (complexas
Figura 10.1 de varidvel real) gerado pelos vectores ™' e e 70! e,
nesse subespaco, pode ser descrito apenas pelas suas

coordenadas
cos(wyt) =[0.5 0.5]

Também a funcdo sen(wyt) pode ser expressa como combinacao linear das fungoes

ejwot e efjwot

sen(wyt) = —0.57 €™ + .55 ¢ 0!
=[-0.55 0.5;]
Note que, agora, o espaco vectorial é necessariamente definido sobre o corpo dos

complexos e nao sobre o corpo dos reais, uma vez que os escalares da combinacao
linear obtida sdo complexos.

10.4. Independéncia linear.

O conjunto de vectores V :{ul,uz,---,u }c E, diz-se linearmente

n

independente sse a equacao
ku, + kuy +---+k,u, =0
SO possui a solucao trivial
by = ky == k, =0

Ou, o que é equivalente, nenhum dos vectores pode ser expresso como combinacao
linear dos restantes.

Caso contrario, isto é, se a equagao possui uma solucao nao trivial, dizemos que os
vectores de V sao linearmente dependentes. Equivalentemente, V é linearmente
dependente sse um dos seus elementos é combinacao linear dos restantes.

Exemplos
5 O conjunto de wvectores V ={ujuyu3,uy}, com u; =(20,-1,0),

u, =(-1,2,0,0), u; =(0,0,-1,2) e u, =(2,0,0,—1), é linearmente independente
dado que
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ku; + kuy + ksus + kjuy =0
= £(2,0,—1,0) + ky(-1,2,0,0) + k3(0,0,— 1,2) + k,(2,0,0,—1) = 0
= (2k;,0,— k;,0) + (—ky, 2k»,0,0) + (0,0, — k3, 2k3) + (2k,,0,0,— k;) =0
= (2k; — ky + 2Ky, 2Ky, — by — k3,2ky — k) =0
2k —ky +2k; =0

2k, =0

. k)
—kl—k3:0
2]{"3_]{?4:0

Resolvendo o sistema podemos verificar que s6 existe a solucao trivial

6. ** O conjunto de vectores V = {3502,1 —x+ 2502,2 —2r+ x2} c B ¢ linearmente
dependente, dado que
3¢% = 201 —x + 22%) — (2 - 2z + °)
7. ** O conjunto de vectores V = {sen2 (z), cos’ (x),cos(?x)} é linearmente
dependente, dado que
cos(2x) = cos®(x) — sen?(z)

8. ¥ O conjunto de vectores P = {1,33,332,303} ¢é linearmente independente. Nenhum
dos seus vectores pode exprimir-se como combinacao linear dos outros.

9. ** O conjunto de vectores P = {1 +x,x+ x2,1 + x2} ¢é linearmente independente,
uma vez que
E(1+x)+ ky(z + x2) +hs(1+ x2) =0
implica que
ky + kyz + kyx + kyx® + ky + kyz’ =0
(ky + k3) + (ky + )z + (ky + kg )z” = 0

, Ou seja,
k1+k3=0
, € ainda, na forma matricial,
10 1|k 0
1 1 0l|k|=1|0
0 1 1|k 0
, pelo que, sendo
10 10 1.0 00
11 0 0|~|0 1 0 O
0 1 10 00 10
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, 0 sistema s6 possui a solucao trivial, k; = k, = k3 = 0, pelo que os vectores 1+,

z+z?, e 1+2%, sio linearmente independentes.

10.5. ** Wronskiano.

Nao existe nenhum método geral para demonstrar que um conjunto de n vectores de
um espaco de funcoes € linearmente independente. No caso dos n vectores

-1 . ~ .
pertencerem a C" (o conjunto das fungbes n—1 vezes continuamente
diferencidveis), a independéncia linear pode ser demonstrada verificando que o
determinante

A"V@) B V@) e 10 V(@)

, designado por Wronskiano dos n vectores, é nao nulo pelo menos para um valor
de x e R.

Exemplos

10. Para o conjunto de vectores V = {sen(z),cos(z),1} temos

sen(z)  cos(z) 1
W(z) = det| cos(x)

—sen(z) —cos(2z) 0
= 1(=cos*(z) — sen?(z))

=1

—sen(z) 0

O determinante nunca é nulo (bastaria que fosse ndo nulo para apenas um valor de
x ) pelo que V é linearmente independente.

11. Para o conjunto de vectores P = {1 +x,x+ x2,1 + x2} , temos

2 2

l+z z+z° 1+=zx
det| 1 142z 22 |=(1+2)2+4z—4z)— (22 + 22> —2-2z%)
0 2 2

=2+2x—-2x+2
=4

O determinante nunca é nulo (bastaria que nao fosse nulo para apenas um valor de
x ), pelo que os vectores sdo linearmente independentes.
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