Note bem: a leitura destes apontamentos nio
dispensa de modo algum a leitura atenta da
bibliografia principal da cadeira

Chama-se a aten¢do para a importincia do
trabalho pessoal a realizar pelo aluno resolvendo
os problemas apresentados na bibliografia, sem
consulta prévia das solugdes propostas, analise
comparativa entre as suas resposta e a respostas
propostas, e posterior exposi¢io junto do docente
de todas as duvidas associadas.

Auna 20

Transformagdes lineares elementares em R2.

TOPICOS

Transformagdes lineares elementares em R3.

20. Transformagoes lineares elementares em R? e R>.

20.1. Transformacdes lineares elementares em R2.

y (z,y)

(wy,ws)
(Reflexao sobre o eixo dos xx)

1. Projecgao ortogonal.

Projeccao ortogonal sobre o eixo dos xx.

Equacoes Matriz de Transformacao
w; =2 10
A =
wy =0 0 0
Projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy.
Equacoes Matriz de Transformacao
wy = 0 0 0
A =
Wy =Y 0 1

2. Reflexao.

Reflexao sobre o eixo dos xx.

(wy,ws) 4 (z,y) Equacoes Matriz de Transformacao
w = 1 0
A =
Wy =~y 0 -1
X Reflexao sobre o eixo dos yy (figura 25.4).
(Reflexiio sobre o eixo dos yy) Equacoes Matriz de Transformacao
w; =T -1 0
A =
wy =Y 0 1
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TRANSFORMAGOES LINEARES ALGEBRA LINEAR

3. Rotacao (figura 25.5).

Y (zyy) Rotacao de um angulo € no sentido directo
. | Equacoes Matriz de Transformacao
(wy,1) | w; =z cos(f) —ysen(d) A= cos(f) —sen(6)
' wy =z sen(f) + ycos(0) “|sen(8)  cos(9)

(Rotagao de um angulo ) 4. Contracgao (figura 25.6).

Y (x,y) Contracgao de um factor k, T(u)=ku (0<k<1).
( Equacoes Matriz de Transformacao
wy
w, = kx k0
A =
¥ wy = ky 0 k
Contraccgao
( ¢

5. Expansao (figura 25.7).
Expansao de um factor k, T(u) = ku (k> 1).

Equacoes Matriz de Transformacao
w, = kx {k 0}

A =
wy = ky 0 k

(Expansao)

© Prof. José Amaral ALGA A20 -2 06-05-2009
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20.2. Transformacdes lineares elementares em R>.

z

(Projeccao ortogonal sobre o plano xz)

F4

(Reflex@o sobre o plano xy)

(Reflex@o sobre o plano xz)

1. Projecgao ortogonal.

ALGEBRA LINEAR

Projeccao ortogonal sobre plano xy.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Y
Wy = 0

Matriz de Transformacao

100
A=/0 1 0
0 00

Projeccao ortogonal sobre plano xz

Equacoes
'LUI =X
Wy = 0
Wy =2

Matriz de Transformacao

100
A={0 0 O
0 0 1

Projeccao ortogonal sobre plano yz.

Equacoes
w2 =Y
Wy =2

2. Reflexao.

Reflexao sobre o plano xy.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Y
Wy = —2

Reflexao sobre o plano xz.

Equacoes
'LUl =X
w2 =Yy
Wy =2

Reflexao sobre o plano yz.

Matriz de Transformacao

0 00
A=/0 1 0
0 01

Matriz de Transformacao

10 0
A=/0 1 0
0 0 -1

Matriz de Transformacao

1 00
A=/0 -1 0
0 01

Equacoes Matriz de Transformacao
w; = - -1 0 0
wy =y A=/ 010
Wy =2 0 0 1
¥
(Rotacao sobre o eixo dos XX, ¢ = 37/4)
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3. Rotagao.

Rotacao de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo
. dos xx.

Equacoes Matriz de Transformacao
w =z 1 0 0
) wy = ycos(f) — zsen(d) A=|0 cos(@) —sen(d)
w3 =ysen(d) + z cos(6) 0 sen(d)  cos(6)

Rotacao de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo

dos yy.
(Rotagdo sobre o eixo dos yy, ¢ = - /4) Equacoes Matriz de Transformacao
. w; =z cos(f) + zsen () cos(f) 0 sen(0)
wy =y A= 0 1 0
wy = —zsen(f) + z cos(0) —sen(d) 0 cos(6)

Rotacdo de um angulo 6, no sentido directo, sobre o eixo

dos zz.
¥ Equacoes Matriz de Transformacao
* w; =z cos(f) — ysen(H) cos(f) —sen(d) 0
wy = xsen(f) + y cos(0) A =|sen(f) cos(@) O
(Rotacao sobre o eixo dos zz, ¢ = —3x/4) T 0 0 1

z

4. Contracgao.
Contracc¢ao de um factor k (0 <k <1).
Equacoes Matriz de Transformacao
wy = kzx kE 0 0
wy = ky A=/0 k£ O
wy = kz 0 0 k

5. Expansao.

Expansao de um factor k (k> 1).

Equacoes Matriz de Transformacao
wy = kzx k 0 0
wy = ky A=/0 k£ O
wy = kz 0 0 k

(Expansao, 6 =1.5)
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20.3. Isometria.

Observe-se que, seja em R? ou em RB, a matriz de qualquer rotagao ou
qualquer reflexao é uma matriz ortogonal, isto é, verifica a igualdade

ATA=1,
Resulta dai que, se T' é uma rotacao ou uma reflexao, em R? ou em R?’, entao T ¢é
uma isometria (uma transformacao linear que conserva normas), isto é,
vu, | T(u)|=|Au]=uf
Com efeito,
2
| T(w)” = T(w) T(u)
= (Au)' Au
=u"AT)Au
=u’(ATA)u
=u'lu
=ulu
=u-u

ul®

J& as contracgbes e as expansdes (no plano e no espaco) sao as vulgarmente
designadas homotetias de razao k e, obviamente, nao preservam normas.

Exemplos

. ~ 1. 3 3 ..
1. Podemos verificar se uma transformacao linear T : R° — R consistindo numa
reflexdo sobre o plano xz, seguida de uma rotagao de 6 = —m/2 sobre o eixo dos zz é

uma isometria

Zz

Sendo a matriz de uma reflexao sobre o plano xz

. 100
A, =0 -1 0
0 0 1
, € a matriz de uma rotagao de 6 = —m/2 sobre o eixo dos zz
[ cos(f) —sen(d) 0
A, =|sen(d) cos(f) 0O
| 0 0 1
[0 10
) =|-1 0 0
| 0 0 1

z

A matriz da transformacao T : R® — R? &
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ALGEBRA LINEAR

Para verificar se a transformacao linear é uma isometria vamos verificar se a matriz

A é ortogonal

AAT

0 -1
=-1 0
0 0
1 0 0
=0 10
0 0 1

0|l 0
0 -1
110 O
_13

, logo a transformacao linear é uma isometria.

>>

>>

>>

>>

ans

Al=[1 0 0;0 -1 0;0 0 1];
A2=[0 1 0;-1 0 0;0 0 11;
A=A2*A1;
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20.4. Transformacoes afins. Translagao.
Chamamos transformacgao afim de R" — R™ a uma transformacao da forma

S(u)=T(u)+k

, em que T ¢é uma transformacao linear de R" — R™ e ke R™ ¢ um vector
constante. (Note bem: uma transformagao afim nao é uma transformacao
linear.)

Uma transformacao afim T : R" — R" da forma
T(u)=1,u+k
, em que k = [kl,kQ,---,kn} corresponde a uma translagao de k; unidades segundo
cada um dos vectores e; da base canénica de R".
Exemplos

2. A transformacao afim T : R? > R?

10 1
ol )

corresponde a uma translagao de uma unidade segundo e; e de 2 unidades segundo

o[

corresponde a uma reflexao sobre o eixo dos yy seguida de
uma translacao de 2 unidades segundo e, .

=)

3. A transformacio afim T : R? - R?

Por exemplo, para o ponto (2,2) temos
TN AN —1 0][2] [o
ool P T(u) = +
R S R B L 0 1]]2 2
P R N = +

L I R 01 FE L 2 2

[—2
Figura 20.1 - 4}
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